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Zadanie 1 (Kuba Sulkowski)

Wyprowadz z aksjomatow kolejne wlasnosci przestrzeni probabilistyczne;j

Aksjomaty miary probabilistycznej
e P: F—[0,00)
. PQ) =1

o jesli {A, }nen jest (przeliczalnal) rodzina zbioréw parami roztgcznych,

to P(Unen An) = Znen P(An)

Rozwigzanie

(i) P(@) =0
{€,0,0,0,0,...} jest przeliczalng rodzina zbioréw parami roztgcznych
7, aksjomatow:
PQUOUQU...)=P(Q)+ P0)+ P0)+...
P(Q2)=P(Q)+ P0) + P(0) +...
=1+P0)+P0O)+...
0= ZnGN P(@)
P(0) =0
Korzystajac z tej tozsamosci bedziemy od tej pory mogli uzywaé¢ aksjomatu 3. w wersji
skoniczonej - nieskonczenie wiele zbioréw pustych nie zmieni wyniku.

(i) P(Q\A)=1— P(A)
{(2\ A), A} to skonczona rodzina zbioréw parami roztacznych. W zgodzie z aksjomatem
powinniSmy w niej uwzgledni¢ jeszcze nieskonczenie wiele zbiorow pustych
P((Q\A)UA)=PQ\A) +P(A)
P(Q)=P(Q\ A+ P(A)
P(Q\ A)=P(Q)— P(A)
P(Q\A)=1-P(A)

(iii) jesli AC B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
(B \ A), A sa rozlaczne:
P((B\A)UA)=P(B\A)+ P(A)
P(B)=P(B\ A)+ P(A)

P(B\ A) = P(B) — P(A)

(iv) jesli A C B, to P(A) < P(B)
korzystajac z (iii): P(B) = P(A) + P(B\ A)
z aksjomatu P przyjmuje wartoSci nieujemne: P(B\ A) > 0
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A)
(v) P(A) <1
korzystamy z (ii): P(A) =1— P(2\ A)

P przyjmuje wartosci nieujemne: P(Q2\ A) >0
P(A)=1—-PQ\A) <1
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(vi) P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB)
Zauwazmy P(B) = P(B\ A) + P(AN B)
P(AUB)=P(A)+ P(B\ A) = P(A) + P(B)— P(AN B)

Zadanie 2 (Kacper Poneta)

Jesli A, ,en jest wystepujaca rodzina zdarzen, czyli Ag C A; C Ay C ..., to:
Jesli A,,,en jest zstepujaca rodzing zdarzen, czyli Ag 2 A; 2 A O ..., to:

P (ﬂ An) :nh_{IC}OP(A”)
n=0

Rozwigzanie

Tak to prawda XD;

Dowod

Ponizej podamy dowody dla obu stwierdzen. W obu przypadkach skorzystamy z prostych wta-
snos$ci miary prawdopodobienistwa oraz definicji granicy ciagu liczb rzeczywistych (epsilon —
delta, tu: epsilon i indeks N).

1) Rodzina rosngca: Ao C A; C... Niech A =", A,. Wykazujemy,

P(A) = lim P(A,).

n—oo

Poniewaz A, C A, dla kazdego n, ciag P(A,) jest niemalejacy i ograniczony z gory przez
1, a zatem ma granice (mozna to przyjmowaé jako L := lim,_,., P(4,) lub jako sup,, P(4,)).
Pokazemy, ze P(A) = L.

Zauwazmy, ze zbior A jest sumg roztgcznych przyrostéow:

A=Ay =Ag8 (A \ A)) & (A \ A) -,

n=0
gdzie symbolem W oznaczamy roztaczno$é w sensie roztozenia na zbiory parami roztaczne.

Dla dowolnego m mamy

Korzystajac z addytywnosci prawdopodobienstwa na zbiorach parami roztacznych dostajemy

P(An) = P(A0) + 3" P4\ Acy).
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Jeslismy dla m — oo, to z monotonicznosci i jednoczesnej nieujemnosci wyrazéw szeregu mamy

m—00
k=1

Réwnoczesnie

= P4\ 4 0)) = PG + 3 PO Acy)

k=0 k=1

stad P(A) = lim, o, P(4,).

Mozna to réwniez sformalizowaé¢ bez rozktadu na przyrosty, uzywajac definicji granicy: dla
danego £ > 0 niech L = lim,, P(A,) = sup,, P(A,,). Istnieje indeks N taki, ze dla n > N mamy
P(A,) > L —e. Poniewaz A, 1T A, to A\ A, | 0 i z podzielnodci miary P(A) — P(4,) =
P(A\ A,) — 0, skad P(A) = L.

2) Rodzina malejaca: Ao O A; O A, O ... Niech A =2, A,. Zakladamy dodatkowo, ze
istnieje k takie, ze P(Ay) < oo (w kontekscie probabilistycznym zwykle P jest miara skoriczona
i ta hipoteza jest automatycznie spetniona). Chcemy pokazaé, ze

P(A) = lim P(A,).

n—oo

Rozwazmy zbiory B,, := Ay \ A,. Poniewaz A, jest malejacy, to B,, jest rosnacy i
U B, =40\ [) An = Ao\ A.
n=0 n=0

Z pierwszej czesci dowodu (ciagi rosnace) mamy
(0 ) - i
Ale P(B,) = P(Ay) — P(A,) dla kazdego n (poniewaz B, i A, rozdzielaja A), stad

P(Ag) = P(A) = lim (P(Ag) — P(A,)) = P(Ap) — lim P(A,).

n—oo n—oo

Po uproszczeniu otrzymujemy P(A) = lim,_,o, P(A,), co koniczy dowdd.

Uwaga o hipotezie skoniczonosci: Jesli P(Aj) = oo (nie jest to sytuacja typowa dla praw-
dopodobienstwa, ale moze wystapi¢ dla ogélnych miar), to réwnanie P(B,) = P(Ay) — P(A,)
nie ma sensu; w teorii miar stosuje sie wtedy warunek, ze istnieje przynajmniej jeden indeks k
z P(Ay) < 0o, co umozliwia analogiczny argument na przesunietym ciagu.
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Zadanie 3 (Dominik, wczesniej Krzysztof Peszko)

Udowodnij, ze dla dowolnego ciagu Ag, Ay, ... zachodzi:

P( GO A,) < i} P(A,)

Rozwigzanie
n—1
Definiujemy nowy ciag roztacznych zdarzen: B, = A, \ U A;.
i=0

Mozna pokazaé, ze: U B, = U A,.

neN neN

p(UAn):p(UBn)

= ZP<BH)

neN

<D P(An)

neN

Pierwsze przejécie mamy z definicji miary probabilistycznej, dzieki temu ze zdarzenia w rodzinie
{B,} sa parami roztaczne.

Nier6wno$¢ mamy, bo dla kazdego n € N mamy B,, C A,,, wiec P(B,) < P(4,).

Otrzymana nieréwnos¢ konczy dowod.
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Zadanie 4 (Michat)

Niech Ay, Ay, ... bedzie nieskoniczonym ciagiem zdarzen i niech P(A,) = 1 dla kazdego n.
Udowodnij, ze P(N72qA,) =1

Rozwigzanie

Dla kazdego n mamy P(A,) = 1, wiec dla kazdego dopetienia zdarzenia A/ = Q — A,, mamy:
P(Al)=1—-P(A,) =0.

Zauwazmy, ze dopelienie przeciecia jest réwne sumie dopeknien
o0 o0
/ /
n=0 n=0

Teraz korzystamy z nieréwnosci pomiedzy prawdopodobienstwem sumy a sumag prawdopodo-
bienstw (Zadanie 3), z czego tadnie nam wychodzi teza

P( U A;L) < ZZO:OP(A;) = ZZO:OO =0
n=0

P A) =0

P(NA4)=1-0=1
n=0

Zadanie 5 (Filip Manijak)

Podaj przyktad zdarzen X,Y, Z, takich ze kazde dwa sa niezalezne, ale cata trojka nie jest
niezalezna. Podaj przyktad n + 1 zdarzen takich, ze kazde n z nich sg niezalezne, ale wszystkie
n + 1 sa zalezne.

Rozwigzanie

Przyktad dla 3: Mamy zdarzenia elementarne (réwnie prawdopodobne i niezalezne) Ay, Ay, Az, Ay.
Wtedy:

X:A1UA2,Y:A1UA3,Z:A1UA3
Widzimy, ze prawdopodobienstwo P(X) = P(Y) = P(Z) = 0.5, oraz prawdopodobienstwa
PXNY)=P(ZNX)=P(YNZ)=0.25=P(X)-P(Y), czyli dziala. Jednak P(XNYNZ) =
0.25 # (0.5)3.

Przyktad dla n 4 1 Jako przestrzen zdarzen elementarnych bierzemy punkty kostki {0, 1}". Te-
raz definiujemy zdarzenia: X, ...X,, jako zdarzenia zachodzace, gdy punkt ma i-ta wspotrzedna
rowng 1, oraz Y jako zachodzace jezeli suma wspotrzednych jest parzysta. Latwo zauwazyé ze
P(Xin..NnX, = P(X;) .. - P(X,) oraz ze prawdopodobienstwo kazdego podzbioru n — 1
X-6w (Z)1Y tez spelia: P(ZNY) = P(Z)-P(Y). Jednak prawdopodobienstwo wszystkiego
razem: P(X;N...NX,NY) # (0.5)""! poniewaz w §wiecie zawierajacym 2" elementéw (réwnie-
prawdopodobnych!!!) zadne zdarzenie nie moze mie¢ takie prawdopodobienstwa (gdyby mialo,
to P(Q) < P(XiN..NX,NY)*2" =0.5 #1 (z prawdopodobienstwa sumy).
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Zadanie 6 (Mateusz Wojaczek)
Pokaz, ze jezeli zdarzenia Aq, As, ..., A, sg niezalezne, to zdarzenia
Q\ A, Q\ Ay, ..., Q\ A,

rowniez sg niezalezne.

Rozwigzanie

Zalozenie (niezaleznos¢ zdarzen Ai,..., A,)

i€l i€l
Teza do udowodnienia
Dla dowolnego I C {1,...,n} zachodzi
P(N@\4)) =TT P@\ )
i€l i€l
Dowdd

Niech I C [n]. Rozpoczynamy od przeksztalcenia przeciecia dopenient przy uzyciu prawa De
Morgana:

P(ﬂ(Q \ A») _ p(@\ U Ai> (De Morgan)

el el

_ (o) - P(U Ai> . P(U A,) |

el el

P(ﬂ(ﬂ \ Ai)> . Z(_1>|Jl+1p<m A,-) |

iel JCI ieJ
J#0

Poniewaz zdarzenia A; sa niezalezne
P<ﬂ AZ-) “ 1P,
ieJ ieJ
wiec

P(N@\4)) =1 S0 T Py,

il JCI i€
JZ0
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Teraz zauwazamy, ze suma odpowiada funkcji tworzacej iloczynu:

SOV T P(A) = 1 =TT (1 = P(4y)).

JCI i€J i€l
T

Podstawiajac to, otrzymujemy:

Odpowiedz

Zadanie 7 (Olek Wieczorek)

Niech Ay, A1, ... bedzie nieskonczonym ciagiem zdarzen i niech P(2 — A,,) < 3% dla kazdego
n. Uzasadnij, ze

N =

P 4) >

Rozwigzanie

Na poczatku musimy zauwazy¢, ze:
Q— ﬂAn: U(Q—An)
n=1 n=1

Najprosciej jest to narysowa¢ i "to widac¢". Machajac rekami mozemy powiedzie¢, ze prawa
strona dla kazdego i bierze wszystko co nie lezy w A;. Po zsumowaniu okaze si¢, ze dostaniemy
wszystko oprécz przecigcia, czyli lews, strone.

Dalsza czes¢ jest juz dosy¢ prosta.

Korzystajac z powyzszej obserwacji dostaniemy:

P~ (140 = P(J(@-4)
co daje:
1= P(() A = PU @~ A4)
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1—P( ©1(Q —A,)) =P( Fjl A,)

Teraz przeksztalcamy teze:

Teraz wystarczy tylko pokazaé, ze P(Us2 (2 — A,,)) < 5. Z zadania 3. wiemy, ze

P( [jo A,) < i}P(An)

teraz obliczmy nasza sume korzystajac z P(Q — A,) < 5+
> 11 3 1
= 379 [
Co daje:
[e.o] oo 1
PU@-4) <3 P(A) <
n=0 n=0
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Zadanie 8 (OSKIBOSKI123)

Do N ponumerowanych listow wktadamy losowo N liczb. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
zadna liczba nie trafi do odpowiedniego listu?

Rozwigzanie
Cate zadanie to jest dostownie zasada wlaczen i wylaczen.
Niech A; - zdarzenie, ze i-ta liczba trafita do i-tego listu (dlai =1,2,..., N).

7 zasady wlaczen i wytaczen:

N

UA{= 3 om0 Ai\

i=1 IC[N] i€l
I#£0

Obliczenie mocy przekrojow

Dla ustalonego I C [N] z |I| = k:

N4 =

il

— k)|

poniewaz jesli k liczb jest na swoich miejscach, to pozostate N — k liczb mozna rozmiescié¢

dowolnie.
(N ) (N — k)]

Moc zdarzenia ze przynajmniej jedna liczba trafila dobrze

|- e (Yo -

k=1

Liczba takich podzbioréw I to (27 ), wiec:

2. N4 =

IC[N] liel
|1|=k

Prawdopodobienstwo ze przynajmniej jedna liczba trafila dobrze

UL, A N

P(iQAi>:’]\;!i:’;(_ k+1w i:v: k+1

Prawdopodobienstwo ze zadna liczba nie trafila dobrze

P (zadna liczba nie trafita do odpowiedniego listu) = 1 — <U A; )

P (zadna liczba nie trafita do odpowiedniego listu) = 1 — Z(—l)kﬂy => ( k')
k=1 : :

o/
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Odpowiedz

N (_q)k
Z(k!)

k=0

Zadanie 9 (Jakub Stepaniuk)

Niech ¢ € {0,1}' bedzie arbitralnie wybranym 19-elementowym ciagiem zer i jedynek. Rzu-
camy wielokrotnie symetryczng moneta (tj. taka, ze orzel i reszka wypadaja z jednakowym
prawdopodobiefistwem) i notujemy rezultaty tworzac w ten sposéb ciag. Jesli wypadt orzel no-
tujemy 0, jesli reszka 1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ciag ¢ wystapi (by¢ moze po wielu
rzutach) jako spdjny podciag notowanego ciagu?

Rozwigzanie

Intuicja podpowiada, ze prawdopodobienstwo to bedzie wynosi¢ 1, ale nie jest raczej tak prosto
dotrze¢ do tego bezposrednio. Zamiast liczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia ciaggu ¢ przy
rzucaniu pojedynczymi monetami, znacznie tatwiej bedzie liczy¢ prawdopodobienstwo, jesli
bedziemy rzuca¢ blokami po 19. A konkretniej:

B - zdarzenie polegajace na tym, ze w ciggu wystapit cigg ¢ po pewnej liczbie rzutéw.

B; - zdarzenie polegajace na tym, ze w ciggu pierwszych ¢ lub mniej serii rzutéw po 19 monet,
ktoras z serii byta ciggiem q.

Zauwazmy, ze {B; };en jest wstepujaca rodzing zdarzen (patrz zad. 2) oraz suma po tej rodzinie
implikuje zdarzenie B. Wyliczamy takze prawdopodobienstwo zdarzenia B; poprzez zdarzenie
przeciwne. Wystarczy potaczy¢ to wszystko nastepujaco:

o= ()']
G- sn(- ) -

n=1 n=1
1<PB)<1
P(B) =1
Odpowiedz
P(B) = 1

10/[17
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Zadanie 10 (Mikotaj)

Startujemy doswiadczenie 7z liczba k (0 < k < n). Barierami sa liczby 0 i n. Dopdki aktualna
liczba nie jest jedng z barier do aktualnej liczby dodajemy 1 lub —1 z réwnym prawdopo-
dobienstwem. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze spacer uderzy w ktéras z barier? Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze spacer uderzy w n?

Rozwigzanie

Pierwsze rozwiazmy prostsza czesé, czyli prawdopodobienstwo uderzenia w dowolng z barier.
Mozemy zauwazy¢, ze jesli w naszym ciggu jedynek i minus jedynek pojawi sie w jakiejkolwiek
chwili n—1 jedynek pod rzad, to wiemy, ze ten ciag na pewno uderza w ktéras z barier. Zadanie
to sprowadza si¢ wigec do zadania 9, z ktorego wiemy, ze prawdopodobienstwo wystapienia
takiego ciggu jedynek w naszym ciagu wynosi 1.

Teraz rozwazmy prawdopodobienstwo, ze spacer uderzy w n. Niech:
X, - zdarzenie polegajace na tym, ze spacer uderzyt w n dla k = 1.

Mozna zauwazy¢, ze P(Xy) = 0, bo dla k& = 0 spacer natychmiastowo uderza w bariere 0, a
P(X,) =1, bo dla k = n spacer od razu uderza w n. Dodatkowo mozemy zauwazy¢, ze:

P(X;_ P(X;
Viem-11P(X;) = ( 5 ) + ( 2“)

Uzywajac tego wzoru, mozemy teraz policzy¢ stosunek P(X;) do P(X3), pézniej P(xs) do

P(x3), itd. Udowodnig indukeyjnie, ze P(X;) = 77 P(X;11). Baza indukcji:

P(Xo) , P(Xs) _ P(X5)

P(X,) = =
(%) > T2 2
Krok indukeyjny: .
i
(X)) = = P(Xin)
P(X;)  P(Xiy2) iP(Xiy1) | P(Xio)
(Xit1) > T3 2it2 | 2
P(Xip1)(i+2)  P(Xiso)
2t + 2 2
P(Xi2)20+2 i+1
(Xin) = =52 L P(Xina)
W takim razie, zachodzi:
i 1 1+ 1 1 i+1 n-—1 )
P(X;) = - P(X;1) =- — ir9) = - : P(X,)=-P(X,) =—
(Xi) = 7 PXin) = - 5 P&i) = 9 o —P(Xa) = CP(Xa) =

A wiec dla ustalonego k, prawdopodobienstwo, ze spacer uderzy w n to %

11
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Odpowiedz

‘Prawdopodobieﬁstwo, ze spacer uderzy w ktoras$ z barier = 1 ‘

k
Prawdopodobienstwo, ze spacer uderzy w n = —
n

Zadanie 11 (Wiktoria K)

W urnie znajduja sie dwie kule: jedna czarna i jedna biata. W kazdej z n — 2 rund losujemy w
sposob jednostajny jedna kule z urny i doktadamy do urny kule o tym samym kolorze co wyloso-
wana. Pokaz, ze liczba biatych kul w urnie na koncu jest z jednakowym prawdopodobienstwem
jedng z liczb ze zbioru [n — 1].

Rozwigzanie

k — koncowa liczba biatych kul w urnie.

Wszystkich mozliwosci losowania mamy (n — 1)! (najpierw losujemy z 2 kul, pézniej z 3 itd. az
don—1).

Policzymy teraz, ile jest mozliwosci losowan, aby konicowo liczba biatych kul w urnie byta réwna

k.

-2
) (Z 1) — wybér rund, w ktérych wylosowano biate kule,

e (k—1)! — mozliwosci wylosowania biatych kul,

e (n—k—1)! — mozliwoéci wylosowania czarnych kul.

Zatem prawdopodobienstwo, ze na koniec w urnie bedzie £ biatych kul wynosi:

(CDE=Dn—k=1! -2 k—1)n—k-1) 1
(n—1)! S k—=D!n—k-D!(n—-1)! n-1

1

Niezaleznie od wartosci k, prawdopodobienstwo wynosi

12
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Zadanie 12 (Dominik & Hubert)

(Bratobdjczy pojedynek) Krol Artur urzadza turniej rycerski, w ktérym rycerze walcza w sys-
temie turniejowym (jakze by inaczej?). Uczestnicy kazdego pojedynku maja réwne szanse na
zwyciestwo. Drabinka turnieju jest uktadana losowo.

Wsrod 2™ uczestnikow jest dwdch braci. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze spotkajg sie w
pojedynku?

Rozwigzanie

Niech {A;}icqo,...n—1} to rodzina parami roztacznych zdarzen, gdzie A; to zdarzenie, ze bracia
spotkaja si¢ w swoim ¢ + 1 pojedynku.

P(A;) = 2n2— 1 @) ' (;) B 2n2— 1

to prawdopodobienstwo, ze drugi brat znalazt sie w odpowiednim miejscu

Wowcezas

2i
2n—1
w drabince — jest 2" — 1 mozliwych miejsc, a 2¢ z nich prowadzi do pojedynku na poziomie i + 1
(wchodzimy 7 pozioméw do gory, przechodzimy do sgsiada i patrzymy na liscie jego poddrzewo,
ktére ma i pozioméw).

Pierwszy czynnik

Pozostate dwa czynniki (%)l . (%)l to prawdopodobienstwa, ze obaj bracia wygraja wszystkie
wezesniejsze pojedynki, aby dotrze¢ do pojedynku ¢ 4+ 1 (zakladamy niezaleznosé pojedynkow

i réwna szanse kazdego uczestnika — stad mozna wymnozy¢ prawdopodobienstwa).

Przyktad Dlan = 3ii = 2, czyli jest 23 = 8 uczestnikéw, bracia spotykaja sie w 3. pojedynku:

1 Bratl

8  Mikotaj 6 1 Bratl

B oo 3 4 Mikotaj2

4 Mikotaj 2 1 Bratl
3 Mikotaj 1 - e
6  Mikotaj 4 3 Mikotfaj 1

7 Mikotaj 5 | Brt2

2 Brat2

Jest 2¢ = 4 miejsc, ktére prowadza do pojedynku 3, ktére wezeéniej nie walczg z bratem 1.
Jest 2" — 1 = 23 — 1 = 7 mozliwych miejsc dla brata 2 (wszystkie poza miejscem brata 1).

Dodatkowo, aby bracia spotkali si¢ w 3. pojedynku, obaj musza wygra¢ swoje wczesniejsze

P 2
pojedynki (po 2 zwyciestwa kazdy), co zdarza sie z prawdopodobienistwem (%) . (%) .

Stad w tym przypadku:

|
[\
oo
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Ostatecznie zdarzenie A, ze bracia spotkaja sie w turnieju, to

n—1
A= A,
1=0
wiec
n—1 1 n—1 ) 2(1 _ 2—n)
P(A)=> P(A) = 27 = =2
Odpowiedz
21—7L

Zadanie 13 (Dominik)

Dana jest moneta asymetryczna, ktora z nieznanym Ci prawdopodobienistwem p € (0, 1) zwraca
orta i z prawdopodobienstwem 1 — p zwraca reszke. Zaproponuj algorytm, ktory bedzie symu-
lowat zachowanie monety symetrycznej, to znaczy z prawdopodobienstwem % zwroci orta badz
reszke. Jedyne co mozesz robi¢ to rzuca¢ monety asymetryczna i na bazie obserwowanych re-
zultatéw kontynuowaé rzucanie badz przerwaé¢ i zwroci¢ wynik. Jaka jest oczekiwana liczba
rzutow moneta asymetryczng przed zwréceniem wyniku? Wynik podaj jako funkcje p.

Algorytm
o Rzué moneta dwa razy, wynik i-tego rzutu to e; € {00, OR, RO, RR}.
e Jezeli e; = OR to zwrdé R.
e Jezeli e; = RO to zwrdé 0.

o Jezeli e; = 00 lub e; = RR to powtdrz algorytm.

Model probabilistyczny
Q) = {00, OR, RO, RR} — zdarzeniami w tym modelu sg ciggi par rzutéw.
F =P(Q)

{A;}ien to rodzina zdarzen niezaleznych, gdzie A; to zdarzenie, ze i-ta para rzutéw daje OR lub
RO, czyli konczy algorytm:

A = {e €ENle € {OR,RD}}

[

Vien P(e; =00) =p
Vien P(e; = RR) = (1 —p)?
Vien P(A;) =p(1—p)+ (1 —p)p=2p(1 —p)

Takie zdarzenia sa niezalezne. Oba zdarzenia konczace algorytm sg rownoprawdopodobne, wiec
algorytm zwroci 0 i R z takim samym prawdopodobienstwem.
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Wprowadzmy zmienng losowa X: 2 — N oznaczajacag liczbe par rzutéw wykonanych przez
algorytm. P(X = 0) = 0. Dla n € N, mamy:

P(X >n)=P((Q\ 4)N(Q\ A) NN (Q\ A, 1))

pierwsze n — 1 rzutéw nie zakonczylo algorytmu

= (1 — P(AO)) (1 - P(Al)) e (1 - P(An_l)) (z niezaleznosci)
(1-2p1-p)""

X przyjmuje jedynie wartosci w liczbach naturalnych wiec z lematu P&C z Sufferingu mamy:

E[X]:iP(in i(l—?pl— ) i(l—Qpl—p))n
n=1 , n—1 n=0
~2p(1-p)
E[X] = m to oczekiwana liczba par rzutéw, wiec oczekiwana liczba rzutéw to:
1
p(1 —p)

Zadanie 14 (Stanislaw Macura)

Kazdy z n graczy rzuca niezaleznie od pozostatych kostki.

(i) Za dowolna pare graczy ktérzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje 1 punkt. Znajdsé
warto$¢ oczekiwang.

(ii) Za dowolng pare graczy ktorzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje tyle punktéw ile
wyrzucili. Znajdz warto$¢ oczekiwana.

Rozwigzanie

(i) Z liniowosci watrtosci oczekiwanej mozemy rozbi¢ zmienng losowa na sume (g‘) wartosci
oczekiwanych, w ktorej kazdy element sumy oznacza wartos¢ oczekiwanag punktow zdobytych

przez dang pare graczy. Dla jednej pary graczy prawdopodobienstwo na wyrzucenie tej sa-

mej liczby oczek wynosi % = % co daje nam wartos¢ oczekiwana zdobytych punktow przez
1

jedna pare % i ostateczna odpowiedz (g) * 5

(ii) Rozbijamy problem jak w punkcie i). Jedyne co sie zmienia to Wartoéc’ oczekiwana zdobytej

hczby punktow przez pare graczy. Liczymy ja z definicji i mamy 36 x 1 —|— 36 * 2 + 36 * 3 —|—

4 + 36 %O + 36 ¥ 6= l Ostateczny wynik wynosi wiec ( ) * %

Odpowiedz
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Zadanie 15 (Filip Manijak)
Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru [n|. Punkt staly permutacji 7 to taki z, ze
m(x) = x.

Wyznacz oczekiwang liczbe punktéw statych permutacji m

Rozwigzanie
Nasza zmienng losowa X rozbijamy na sume indykatorow tego ze ¢ jest punktem statym, tj:

EX]=E[X: 4+ Xo+ ..+ X,] => E[X)] = Z; =1

Poniewaz wiemy, ze E[X;] = P(w(i) = i) = L poniewaz permutacji dla ktérych 7 (i) = j jest
tyle samo dla kazdego j (symetria).

Odpowiedz

Zadanie 16 (Pavlo Tsikalyshyn)

Inwersja w permutacji m to para indekséw i < j taka ze m(i) > w(j). Wyznacz oczekiwana
liczbe inwersji losowej permutacji m zbioru [n].

Rozwigzanie
Rozbijemy zmienng losowa X na sume po X; ;.. takich ze 7(i) = z,7(j) = y,i < j,x > y.
Wtedy:
- E[Z Z Xi,j,%y] = Z Z E[Xi,j,wy Z Z n(n —1)
i<j T>Y i<j T>Yy i<j T>Y
nn—1) n(n—1) 1 ~n(n—1)

2 2 nin—1) 4

Bo:
. . . . _ 1 1
ElXo 0] = Plr(i) = 207(7) = 9) = P((3) = 2)P(x(j) = yln(i) = ) = -~
Odpowiedz
n(n —1)
4
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Zadanie 17 (Wiktoria Mar¢)

n os6b (n > 4) usiadlo formujac okrag. Kazda osoba w sposéb losowy wybrala sasiada. Jaka
jest oczekiwana liczba oséb niewybranych przez nikogo? A jaka jest odpowiedz jesli te osoby
siedzg w linii (czyli skrajne osoby maja tylko jednego sasiada)?

Rozwigzanie

Najpierw pierwsza czesé¢. Niech X - zmienna losowa oznaczajaca ilos¢ oséb niewybranych przez
nikogo. Ponumerujmy osoby na okregu numerami od 1 do n. Zauwazmy, ze mozemy zapisac:

gdzie X; przyjmuje wartos¢ 0, jesli osoba o numerze i zostata wybrana przez jednego ze swoich
sasiadéw, a wartos¢ 1 w przypadku gdy przez zadnego nie zostata wybrana. Z liniowosci wartosci
oczekiwanej mamy, ze:

E[X] = E[ZXJ = ZE[Xz] =n 1=
=1 =1
poniewaz prawdopodobienstwo ze dana osoba nie zostanie wybrana wynosi % - obaj sasiedzi

musieliby wybra¢ swoich drugich sasiadéw, a to nastepuje z prawdopodobienstwem (%)2

Druga cze$¢ analogicznie, z tym ze numerujac sasiadow od lewej do prawej zauwazmy, ze

E[X|] = E[X,] = § oraz E[X,] = E[X,_;] = 0(bo zawsze zostang wybrani przez osoby

skrajne) a poza tym, jak wyzej, dla pozostalych indekséw E[X;] = %. Wobec tego:
n—2 n—2
E[X] = E[Y. X)) + E[X)] + E[X,] + E[Xo] + E[X,_1] = 3 E[X,] + 2E[X,] + 2E[X,_1]
i=3 1=3
Czyli:
EX]=(n—4)-~+2-242.0="
= n — . — — e
4 4
Odpowiedz

Gdy siedzg w koétku %, gdy w linii %
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