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Zadanie 1 (Jakub Stepaniuk)

Niech T" bedzie dowolnym drzewem z dwoma wyréznionymi wierzchotkami: startowym i konco-
wym. Pionek w sposob losowy porusza sie¢ po drzewie rozpoczynajac w wierzchotku startowym.
W kazdym kroku pionek przemieszcza si¢ na losowo wybranego sasiada aktualnego wierzchotka.
Czy dla dowolnego drzewa pionek dojdzie, z prawdopodobienstwem 1, do wierzchotka konco-
wego?

Rozwigzanie

By¢ moze da sie to zrobi¢ jako$ bardziej elegancko, ale wystarczy tu wykonaé troche szacowania
i wyjdzie. Niech T' - drzewo z zadania o wierzchotku koncowym ¢. Dodatkowo:

max_dist(G) = maz,ey(qydist(v,t)

A(G) = maz,ev(cydeg(v)

...Albo po prostu maksymalna odlegto$é od konicowego i maksymalny stopien w grafie.

Dla naszego grafu, dla kazdego wierzchotka innego niz t przypisujemy liczby do kazdej wycho-
dzacej z niego krawedzi, zaczynajac od 1 dla tej krawedzi, ktora prowadzi do t. Kazdy wierz-
chotek ma maksymalnie A(G) krawedzi wychodzacych oraz jest o maksymalnie maz_ dist(G)
krawedzi oddalony od t.

Oznacza to, ze losujac kolejno krawedzie, ktérymi sie poruszamy, wylosowanie ciagu mazx_ dist(QG)
jedynek doprowadzi nas do ¢ niezaleznie od wierzchotka, z ktorego rozpoczelismy losowanie.

Losujemy wiec liczby ze zbioru [A(G)] w blokach po max_ dist(G) i poruszamy sie wylosowa-
nymi krawedziami, az nie dotrzemy do ¢ (jesli wylosujemy liczbe wieksza niz liczba dostepnych
krawedzi, ignorujemy rzut, tak jakby rzucamy ponownie).

Prawdopodobienstwo nie wystapienia bloku maz_ dist(G) jedynek po wyrzuceniu k kolejnych
blokow prezentuje si¢ nastepujaco:

1 k
1—({1- .
< A(G)mamdzst(G))

Niech By to zdarzenie polegajace odniesieniu sukcesu nie pézniej niz k-ty rzut. Ograniczamy
zdarzenie z zadania przez zdarzenie ;- By 1 przez B; C B;;, dostajemy:

k
> : . 1
P(kL:JO Bk) = klingo P(Bk?) - IQIL)IEO [1 - <]‘ - A(G)maxdist(G)) :| =1

Stad mamy prawdopodobienstwo dotarcia pionka do wierzchotka konicowego réwne 1.
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Odpowiedz

’Tak, dla dowolnego drzewa pionek dojdzie do wierzchotka koncowego.

Zadanie 2 (Hubert Jastrzebski)

(Spacer losowy z jedna bariera) Startujemy do$wiadczenie z liczba 0. Dop6ki aktualna liczba
jest mniejsza od n, dodajemy do niej 1 lub —1 z réwnym prawdopodobienstwem. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze dotrzemy do n?

Rozwigzanie
Niech A; to zdarzenie polegajace na tym, ze doszliémy do n przed dojéciem do —i.

Zauwazmy, ze Vien, A; C Aiga
(poniewaz jesli doszlismy do n przed —i, to na pewno doszliSmy do n przed —(i + 1)).

Zatem z [Zestaw 1 Zadanie 2] mamy, ze:

i—00

oo
i=1
Chcemy teraz policzy¢ P(A;). Zauwazmy, ze mozemy to przedstawié jako spacer losowy z dwoma
barierami na pozycjach 0 oraz n+i, ktéry zaczyna sie na pozycji i (poniewaz przesuwamy wszyst-
kie pozycje o +1, wiec jest to rownowazne A;, gdzie mamy bariery na —i oraz n i startujemy w
i

0). Natomiast z [Zestaw 1 Zadanie 10] wiemy, ze co$ takiego wynosi ‘.

Tak wiegc:
=1

=1

i—00 iwoon 4+ 1

Zostaje nam zastanowienie sie czym jest 72, A;. Jest to zbioér wszystkich trajektorii spaceru
losowego, ktére w pewnym momencie osiggng poziom n. Jesli wiec prawdopodobienstwo na
wystapienie jakiegos zdarzenia z tego zbioru wynosi 1, to znaczy, ze z prawdopodobienstwem 1
W pewnym momencie osiggniemy poziom n.

Odpowiedz
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Zadanie 3 (Dominik)

Dana jest moneta symetryczna. Zaproponuj algorytm, ktory bedzie symulowalt zachowanie mo-
nety asymetrycznej o ustalonym wymiernym p € (0,1). Jaka jest oczekiwana liczba rzutéw
(symetryczna moneta) przed zwrdceniem wyniku (symulowanej asymetrycznej monety)? Im
mniejsza oczekiwana liczba rzutow, tym lepiej.

Wprowadzenie do rozwigzania

Niech p oznacza prawdopodobienstwo, ze wynikiem rzutu symulowang asymetryczng moneta
bedzie orzet.

Niech ¢ = p, gdzie a,b € Ny, a < b oraz a i b s3 wzglednie pierwsze. Niech N = [log, b].

Zaktadam, ze w kroku algorytmu moge zwroci¢ jedynie ostatnio wyrzucona wartosé. Jezeli moge
zwréci¢ dowolna, to NV + 1 rzut w zaproponowanym algorytmie nie jest konieczny.

Algorytm
W i-tym kroku (i € Ny):
e Rzu¢ moneta N + 1 razy.

o Potraktuj pierwsze N wyrzuconych monet jako zapis binarny liczby = (traktujac orta
jako 1 i reszke jako 0). x bedzie z przedziatu x € [0,2V) D [0,b). Kazda wartoéé z tego
przedziatu jest rownie prawdopodobna.

« W zaleznosci od z:
— Zdarzenie A; — x € [0,a) 1 ostatni rzut to orzet: zwréé orta.
— Zdarzenie B; — x € [a,b) i ostatni rzut to reszka: zwrdé reszke.

— Jezeli nie zaszto A; ani B;: powtérz rzuty (przejdz do kolejnego kroku).

Analiza prawdopodobienstwa

Niech X to zmienna losowa oznaczajaca numer (i) pierwszego kroku w ktérym zaszto zdarzenie

C;.

Zauwazmy, ze te losowania sg bez pamieci — wynik losowania ¢ nie zalezy od wynikéw po-
przednich losowan. Mamy wigc:

_ a 1 "
<~ <~
x€[0,a) ostatni rzut to orzet
b—a 1 _a
« P(B;| X 2 i) = . _ s
~—— <~

z€[a,b) ostatni rzut to reszka
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« A; i B; sa roztaczne wieec P(C; | X > i) = P(A; | X > i)+ P(B; | X > 1) = 551

X ma rozktad geometryczny o parametrze ¢ = QN%:

P(X:n):P((Q\C’l)ﬂ---ﬁ(Q\Cn_l)ﬁ0n> =(1—-q¢"'q

1 2N+1

Z wyktadu wiemy, ze warto$é¢ oczekiwana X w tym przypadku to E[X] = e =3

Niech Y oznacza oczekiwana liczbe rzutéw moneta. W kazdym kroku rzucaliémy moneta N + 1
razy, wiec:
2N+1

E[Y] = (N+1)- B[X] = (N+1)- =

Odpowiedz

Jezeli p = § oraz N = [log, b] to wynikiem jest:

2N+1
(N+1)-

W wersji zadania w ktérej w kroku algorytmu moge zwrécié dowolng wartosé, nie tylko ostatnio
wyrzucona, wynikiem jest:

2N
N . —
b

Dla tej wersji nie ma dowodu powyzej, ale mozna go tatwo uproscic.

Zadanie 4 (Pavlo Tsikalyshyn)

Cyklem dlugosci k w permutacji 7 nazywamy ciag indekséw ay, ..., ag, ag+1 = a; taki ze 7(a;)
= a;y1- Kazda permutacje m mozna jednoznacznie roztozy¢ na roztaczne cykle. Wyznacz ocze-
kiwang liczbe cykli w losowej permutacji 7.

Rozwigzanie

7 definicij mamy ze:

m - liczba Stirlinga pierwszego rodzaju, liczba permutacji zbioru n-elementowego ztozonych z

¢ cykli. Z drugiego zestawu dyskretnej z zadania 4 wiemy ze Z?:lim =nlH,.
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Odpowiedz

Zadanie 5 (Kacper Orszulak)

Niech T;, bedzie pelnym drzewem binarnym o gtebokosci n (czyli 7,, ma 2" — 1 wierzchotkow).
Kazda krawedz T,, zostaje usunieta z prawdopodobienstwem 1/2 i niezaleznie od akcji na innych
krawedziach. Jaka jest oczekiwana liczba wierzchotkéw w spdjnej sktadowej z korzeniem w
wynikowym lesie?

Rozwigzanie

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wierzchotek v na gtebokosci k£ bedzie w spéjnej sktadowej

k
korzenia? P(I, = 1) = (%) , poniewaz jednoczesnie wszystkie k krawedzi od korzenia do v
musza by¢ nieusunigte. Zatem E(Iy) = 0-P(l, = 0) +1-P(l, = 1) = P(I, = 1). Niech
X =3 ,ev I, to zmienna losowa liczby wierzchotkéow w spéjnej sktadowej korzenia. Dostajemy

E(X)=E (Z L,) “YEL) =S PU=1)=Y (;)k ::Z:Qk. (;)k — .

veV veV veV veV

Odpowiedz
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Zadanie 6 (Wiktoria K)

POLECENIE

W tali 2n kart mamy n czerwonych i n czarnych kart. Talia jest potasowana i kolejno wszytskie
karty sg wyktadane na stét. Dla kazdej wyciagnietej czerwonej karty, jezeli po jej wyciagnieciu
na stole jest wiecej czerwonych niz czarnych kart, to zdobywamy jeden punkt. Jaka jest ocze-
kiwana liczba zdobytych punktéw?

Rozwigzanie

Niech X - liczba zdobytych punktow
X = Z?:l Xi7 gdZie

XY, — 1 jezeli i-ta czerwona karta zdobywa punkt
‘1 0 w przeciwnym przypadku

Viem P(Xi) = 5

poniewaz mozemy bijektywnie przeksztaltci¢ kazda konfiguracje, w ktorej i-ta czerwona karta
zdobywa punkt w konfiguracje, w ktérej i-ta czerwona karta nie zdobywa punktu (wystarczy
odwréci¢ kolory kart)

Zatem

Odpowiedz

N3
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Zadanie 7 (Olek Wieczorek)

W samolocie leci N = n; + ny + n3 + ng + 1 rodzin, gdzie n; rodzin ma ¢ sztuk bagazu, dla
i € {1,2,3,4}, a nasza rodzina jest jedyna z piecioma bagazami.

Przyjmujac, ze kolejnos¢ wydawania walizek jest losowa, jaka jest oczekiwana liczba rodzin,
ktore beda czeka¢ dtuzej od naszej na swoje bagaze?

Rozwigzanie

Jak zwykle rozbijemy problem na indykatory. Oznaczmy:

X = Liczba rodzin czekajaca dtuzej od nas

X 1 jesli j-ta rodzina z n; czeka dtuzej od nas
Y 0 wp.p.

Zeby policzyé¢ P(X;;) bedziemy rozwazaé tylko jak sa ustawione bagaze naszej rodziny i rodziny,
ktéra ma i bagazy (wzgledem siebie).

Tzn. rozpatrujemy tylko sytuacje, gdy mamy 5+i bagazy oraz 1 sposrod i bagazy wyjedzie
ostatni.

IEREEEEE

W powyzszym przyktadzie niebieskie kwadraty to nasze walizki, a czerwone to bagaze jakiej$
rodziny z ng
Ostatni bagaz jest ustalony, wigc ustawien dla ktérych Xs; =1 jest (;), a wszystkich jest (g),

St@d P<X3]> = %

Ogdlniej dla kazdej rodziny z n, mamy P(X;;) = ( (511)

Liczymy warto$¢ oczekiwang jak zawsze:

B(X) = B S Xy) = S S B(Xy) = S %

i=1
(5+i—1> )
. 4t i—1 i
Teraz mozemy uprosci¢ D) do .
1

Zapisujemy mianownik jako # (5?:1), dwumian si¢ skroci, wigc dostaniemy:
Odpowiedz
= i
E(X)= T - =
(X) Z:ZI t+5

7/
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Zadanie 8 (OSKIBOSKI123)

Niech a,b beda liczbami rzeczywistymi. Jakie warunki musza spetnia¢ a i b, zeby istniata
zmienna losowa, ktéra ma wartosé¢ oczekiwanag roéwng a i wariancje réwna b? W przypadku,
gdy taka zmienna losowa istnieje, podaj ja.

Rozwigzanie

Oczywistym jest, ze wariancja jest nieujemna, co naktada nam juz warunek:
b>0

Teraz znajdujemy przyktad zmiennej losowej dla tylko tego jednego warunku. Niech zmienna
losowa X ma rozktad:

P(X:a+\/l—7):;, P(X:a—\/é):;

gdzie a € R, b > 0.

Korzystajac z definicji warto$ci oczekiwanej dla zmiennej dyskretnej:

-(a+\/5)+;-(a—\/g)

N | —

E[X] = Z% “Di =

1 1 1 1
—§a+§\/g+§a—§\/l_7—a

E[Xz}:;-(a—i-\/gf—i—;-(a—\/g)Q

1 1
25-(a2+2a\/5—|—b)+§-( 2 —2aVb+b)
_ 1o 1, 1e 1
=50 +a\/l_)+2b—|—2a a\/5+2b
=a’+b

Korzystajac ze wzoru Var(X) = F[X?] — (E[X])*:

Var(X) = (a*> +b) —a* =

Odpowiedz

‘Dla dowolnych a € R i b > 0 istnieje zmienna losowa o podanej wartosci oczekiwanej i wariancji.
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Zadanie 9 (Michal)

Podaj przyktad zmiennej losowej, ktora ma skonczona warto$é¢ oczekiwang, i nieograniczong
wariancje.

Rozwigzanie

W tym zadaniu chcemy znalez¢ zbiezny szereg, ktory podniesiony do kwadratu jest rozbiezny.
Rozwazmy nastepujacy eksperyment: Losujemy liczbe ze zbioru liczb naturalnych. Prawdopo-

dobienstwo wylosowania liczby k jest réwne k%

C

P(X=k) =

C to tak dobrana stala zeby suma prawdopodobienstw wynosita 1, doktadniej C' = 0, 83, ale
to nas nie interesuje.

Zdefiniujmy zmienng losowa X przyjmujacg wartos¢ wylosowanej liczby.

7 definicji wartosci oczekiwanej:
EX]=1-PX=1)4+2-P(X=2)+B-P(X=3)+---
EX]= (1 8)+ (2 8)+3 G+
EX]=C-(s+g+p+az+ )

a to z wielce znanego faktu jest skonczone. OK.

To teraz wariancja: z definicji Var(X) = FE[X?] — E[X]?. policzmy na poczatku F|[x?]
BEX?=(12-P(X =1)) +(22- P(X =2)) + (32 - P(X = 3)) + - --

BIX?) = (12 G) 4+ (22 £)+ (3 §) 4

Bix=C- (1 b 1414

co ciekawe znowu otrzymaliSmy znany szereg, tym razem nieskonczony. Skoro F[X?] jest nie-
skoniczone, a E[X] skoniczone, to E[X?] — E[X]? (czyli wariancja) jest nieskoriczona.

Odpowiedz

‘J est taki przyktad, jak najbardziej, pokazany w rozwiazaniu
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Zadanie 10 (Kamil)

Niech X bedzie liczba naturalna wylosowana w sposob jednostajny z przedziatu [1,n], a Y
liczba catkowita wylosowana w sposéb jednostajny z przedziatu [—k, k|. Wyznaczyé Var(X)
oraz Var(Y).

Rozwigzanie

1. Wariancja zmiennej X, gdzie X jest wylosowane jednostajnie z przedziatu [1,n|:

Bl — (L2

n 2 ’

E[X?] = 12422+ ... 4+n? _ (n+1)@2n+1)
n Y

Var(X) = E[X?] - E[X]?

(n+1)@2n+1) (n—2|—1)2

n®—1

12

2. Wariancja zmiennej Y, gdzie Y jest wylosowane jednostajnie z przedziatu [—k, k]:

_ kAR 4+ (BT 4k

E[Y —
¥] 2k +1 0
—k)2 4 k2 1 k
E[y?) = . = 2
¥l 2%k + 1 2k+1n;k”
_ 2 Xk:RQ _ 2 k(k+DRk+1)  k(k+1)
2k +1 /= 2k +1 6 3 7
k(k+1)

Var(Y) = E[Y? —E[Y]* = 2

10/]14
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Zadanie 11 (Kuba Sulkowski)

Udowodnij, ze jesli Var X = 0, to istnieje a takie, ze P(X =a) =1

Rozwigzanie

Skorzystamy z zadania 4. z pierwszego zestawu - dla ciaggu zdarzen {A,}, jesli V;enP(A;) = 1,
to P(Mien Ai) = 1

Niech a = E[X] (warto$¢ oczekiwana istnieje, bo wariancja istnieje)

Lemat

Ve>0:P(|X —a|l>e)=0
Zauwazmy:

Var X > e*- P(|X —a| > ¢)

Wariancja jest suma (catka) kwadratéw odchylert przyjmowanych wartosci od wartosci ocze-
kiwanej. Uwzgledniajac tylko te elementy, ktére nie naleza do zbioru [a — ¢, a + €], dostajemy
dolne ograniczenie na wariancje.

Wiedzac ze wariancja wynosi 0, to prawdopodobienstwo takze musi by¢ zerowe. [

Przeksztatcajac:
Ve>0:P(|X —a|<e)=1

Ve>0:P(X€la—¢c,a+e¢])=1

111

Podstawiajac dlae =1,35,3,7,. ..

R
Ve, P (X c [a—,a—l—]) 1

n n

Teraz korzystajac z zadania 1/4:

P(Xe{a})=1 O

11/14)
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Zadanie 12 (Wiktoria Mar¢)

Czy jedli dla dwéch zmiennych losowych X, Y mamy Cov(X, Y ) = 0 to X, Y sa niezalezne?

Rozwigzanie

Nie jest tak, mozna tatwo znalez¢ kontrprzyktad. Zatézmy, ze z rownym prawdopodobienstwem
losujemy jedna z liczb {—1,0, 1}. Wéwczas niech X - zmienna losowa oznaczajaca wylosowana
liczbe. Zauwazmy, ze E[X| = (—1)-P(X = —-1)+1-P(X = 1)40-P(X =0) = é(—l)—i—%-l =0.
Analogicznie F[X?] = 0. Teraz niech zmienna losowa Y = X? oznacza kwadrat wylosowane;
liczby. Wtedy E[Y] = % 12+ % (=12 + % 0% = % Oczywiscie zmienne X i Y nie sg niezalezne,
np. P(IX=1& Y=0)=0#:=P(X=1)-P(Y =0), a mimo to:
Y

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[X® —0=0

Odpowiedz

Nie

Zadanie 13 (Krzysztof Peszko)

Udowonij ze kazdy graf zawiera podgraf dwudzielny, ktéry ma co najmniej potowe kraedzi
oryginalnego grafu. Wskazowka: Pamietaj, ze graf dwudzielny to innymi stowy, graf dwukolo-
rowalny.

W nastepnyh zadaniach pomocna moze sie okazaé¢ nastepujaca trywialna obserwacja. Jesli
warto$é pewnej zmiennej losowej X wynosi x, to P(X > x) > 0 (podobnie P(X < x) > 0)

Rozwigzanie
E(X) - oczekiwana liczba krawedzi.

X; - i-ta krawedz w grafie dwudzielnym.

Zaczynamy od pokolorawnia wierzchotkéw grafu na 2 kolory z réwnym prawdopodobienswem %

Dla kazdej krawedzi, sprawdzamy wierzchotki, na ktorych si¢ konczy. Jesli sa takie same, to taka
krawedz usuwamy z grafu, a jesli inne to zostawiamy. Prawdopodobienswo, ze zostawiamy, jakas$
kradz to 2, czyli 5. Latwo, to zauwazy¢, bo sa 2 przypadki, kiedy zostawiamy: pierwszy kolor
+ drugi oraz drugi + pierwszy. Pozostate pierwszy + pierwszy i drugi + drugi sg zte zgodnie
z wezesniejsza definicja.

Skoro wiemu, Ze wartos¢ oczekiwana liczby krawedzi to 3 to wiemy, ze prawdopodobienswo
istenienia grafu o 7 krawedziach jest wigksze od zera. To natomaist oznacza, ze graf wyjsciowy
musi mie¢ podgraf, ktdy jest dwudzielny i ma co najmniej % krawedzi.
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Zadanie 14 (Stanislaw Macura)

Udowodnij, ze dla kazdego dodatniego n istnieje turniej (graf skierowany pelny) na n wierz-

chotkach, ktéry ma co najmniej 2]}11 Sciezek Hamiltona.

Rozwigzanie

Rozwazmy nieskierowany graf pelny na n wierzchotkach. Bedziemy kierowaé¢ wszystkie jego
krawedzie z rownym prawpodpodobienstwem dla dwédch stron. Policzmy warto$é oczekiwang
liczby Sciezek Hamiltona dla naszego grafu. Z liniowos$¢i wartosci oczekiwanej mozemy roz-
bi¢ ja na sume wartosci oczekiwanych indykatoréw czy dana permutacja wierzchotkow jest
Sciezka Hamiltona. Permutacji jest n!, dla kazdej z nich wartos¢ oczekiwana jest réwna praw-
dopodobienstwu i wynosi 2,}_1 (mamy n — 1 krawedzi, tylko jedno ze skierowan daje $ciezke
Hamiltona). Po zsumowaniu dostajemy warto$¢ oczekiwang Sciezek Hamiltona w grafie #ll, zZ
czego na mocy uwagi z zadania 13 wynika, ze prawdopodbienstwo tego, ze graf ma conajmniej
tyle Sciezek Hamiltona jest wieksze od zera, czyli musi istnie¢ takie skierowanie ktére spetnia
warunki zadania.

Zadanie 15 (Filip Manijak)

Udowodnij, ze kazdy graf dwudzielny z m krawedziami zawiera podgraf na co najmniej %mg
krawedziach, ktéry nie zawiera cyklu na czterech wierzchotkach Cj jako podgrafu.

Uwaga: Wystarczy pokazac ograniczenie %mg

Wskazowka: Grafy mozna losowaé. Jednym ze sposobow jest ustalenie pewnego parametru p
i dla kazdej pary wierzchotkéw niezalezne wylosowanie tego, czy taczy je krawedz, czy nie, z
prawdopodobienstwem p. Jesli losowany graf nie dziata, to moze nalezy go zmodyfikowaé po
wylosowaniu?

Rozwigzanie

Najpierw pokaze lemat:

Lemat: Liczba cykli w grafie dwudzielnym to max %

Dlaczego? Bo par roztacznych krawedzi jest ng_” Zauwazmy, ze kazda para roztacznych
krawedzi wystepuje razem w max. 1 Cy. Oszacowanie jeszcze musimy podzieli¢ na 2, bo kazdy
cykl zliczamy 2 razy.

Gléwny pomyst

Bedziemy losowaé graf (kazda krawedZ z pwdp. p) i zauwazymy ze liczba cykli jest catkiem
mata. W podgrafie naszego grafu dwudzielnego, powstalym w taki sposéb ze kazda krawedz
wystepuje w nim z prawdopodobienstwem p jest w wartosci oczekiwanej:

13/]14


https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

PI‘Obabil Zestaw 2

Build #160
10 grudnia 2025, 08:18

« pm krawedzi (liniowo$¢ wartosci oczekiwanej)

o p'num_C, Cy (wszystkie 4 krawedzie musza zostaé przeniesione)

Zauwazmy, ze wystarczy usunaé tyle krawedzi co cykli, zeby zadnych cykli nie byto. Czyli,
stwérzmy nowy sposéb losowania grafu: Losujemy kazda krawedz z prawdopodobienstwem p,
ale jedli krawedz ta tworzy Cj to jej nie bierzemy. Teraz policzmy wartos¢ oczekiwana:

2

BIB(H)] = pm —p'"-

Co po podstawieniu p = m~/3 daje:

7Z trywialnej obserwacji’™ koniec dowodu.
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