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Zadanie 1 (Wiktoria K)

Udowodnij, ze liczba elementéw skoriczonej algebry (czyli tez o-algebry) jest potega dwdjki.

Rozwigzanie

(Tak jak w zadaniu 2) Rozwazamy atomy w danej o-algebrze. Niech n - liczba atoméw, zgodnie
z warunkami jakie musi spetnia¢ o-algebra suma kazdego podzbioru atoméw musi nalezeé¢ do
tej algebry. Liczba podzbioréw zbioru n-elementowego to 2" zatem liczba elementow skonczonej
o-algebry musi by¢ potega dwdjki CKD

Zadanie 2 (Kacper Poneta)

Czy istnieje nieskonczona przeliczalna o-algebra?

Rozwigzanie

Nie istnieje nieskonczona przeliczalna o-algebra. Pokazmy sobie to na atomach. Atom w o-
algebrze to taki zbiér A nalezacy do tej o-algebry, ze dla dowolnego podzbioru B C A zachodzi
B = () lub B = A. Oznacza to, ze atom nie moze by¢ podzielony na mniejsze zbiory nalezace
do tej samej o-algebry.

Widzimy ze jesli mamy skonczong liczbe atoméw to o-algebra jest skonczona, bo kazdy zbiér
w o-algebrze mozna przedstawié¢ jako sume atomow. Czyli mamy 2™ podzbioréw dla n atomdw.

To teraz zalézmy ze mamy nieskonczenie i przeliczalnie wiele atoméw. I zastandéwmy sie ile
mamy podzbioréw. No mamy ich |P(A)| = 24 = 2% poniewaz rozwazamy A ktére jest nie-
skoniczone i przeliczalne. A z MFI wiemy ze 2%° jest nieprzeliczalne bo jest réwne na moc
continuum.

Odpowiedz

Nie
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Zadanie 3 (Patryk Rogalski)

Niech B C Qiniech Y5 ={ACQ:BC Alub BN A = (}. Udowodnij, ze 3" jest o-algebra.

Rozwigzanie
Przejdzmy kolejno po poszczegolnych przypadkach.
1. Zbiér ) € Y5 poniewaz BN O = 0. Zbiér Q € 35 poniewaz B C Q.

2. Wezmy FE € 35 i zauwazmy ze jesli E spelnia warunek, ze ENB =0 to B C Q\ E. Jesli
za$ zachodzi, ze B C E to zachodzi (2 \ E) N B = 0.

3. Jezeli 3; takie ze E; spelnia warunek B C E; to wtedy B C U | E; zatem U}, E; € > 5.
Jezeli taki za$ nie istnieje to dla kazdego i zachodzi E; N B = () zatem U E;N B =0
czyli U E; € Y p.

4. analogicznie jak 3 podpunkt bo nie korzystamy tam z tego ze suma jest skonczona

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz ‘

Zadanie 4 (Pavlo Tsikalyshyn)

Niech Yy, bedzie rodzing wszystkich podzbioréw (2, ktére albo sa co najwyzej przeliczalne, albo
ich dopetnienia sa co najwyzej przeliczalne. Udowodnij, ze Xy, jest o-algebra.

Rozwigzanie
Sprawdzamy warunki:
1. 0,Q € Sy,
() - jest co najwyzej przeliczalny, z tego mamy () € Xy, .
Dla Q mamy, ze 2/Q = 0 ktéry jest przeliczalny, stad Q € Xy, .
2. Jedli E € Xy, to Q/E € Xy,

Z tego, ze E € ¥y, mamy, E - co najwyzej przeliczalny lub Q/E - co najwyzej
przeliczalny.
o FE - co najwyzej przeliczalny, wtedy Q/E € Yy, bo Q/(Q/E) = E - co
najwyzej przeliczalny.
e Q/FE - co najwyzej przeliczalny, to Q/E € Xy,, bo Q/E - co najwyzej

przeliczalny.

3. Jesli By, ..., E, € Sy, to U, E; € Sy,
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o JesliV; E; - co najwyzej przeliczalny, to U, E; tez co najwyzej przeliczalna,
co znaczy, ze Uj—; i € Yy, .

e Niech E, nie bedzie co najwyzej przeliczalny, to Q/E, jest co najwyzej
przeliczalny. Q/ U, B, = NiL, Q/E; C Q/E, = N, Q/E; co najwyzej
przeliczalny, stad U, E; € Xy,.

4. Jesli B, ..., Ex € Sy, to UR, By € Sy,

o JesliV, E; - co najwyzej przeliczalny, to ;2 E; tez co najwyzej przeliczalna,
co znaczy, ze U2, E; € Xy,

e Niech E, nie bedzie co najwyzej przeliczalny, to /E, jest co najwyzej
przeliczalny. Q/ U2, E; = N2, Q/E; C Q/E, = NX, Q/E; co najwyzej
przeliczalny, stad U2 B; € Xy, .

O

Zadanie 5 (Kacper Orszulak)

Udowodnij, ze jesli {¥, : a € I} jest rodzina o-algebr na jakim$ ustalonym zbiorze Q0 (dla
dowolnego zbioru indekséw 1), to Nyer Lo tez jest o-algebra.

Rozwigzanie
Niech ¥ := N,er 2o Po kolei sprawdzamy warunki.
1. 0,Qex
Vaer 0,2 €3, = 0,Q €Nper Za =2
2. Jesli E€ X toQQ/E € X
Niech E € ¥. Wtedy Voer F € 3, < Q/E € %,
Dostajemy zatem Q/E € Nyer X = 2.
3. Jesli By,..., B, € X, to U E; € X
Niech Ey, ..., E, € ¥. Wtedy Vaes By, ... By € 8o = UL, B; € X
Dostajemy zatem U | E; € Nper 2o = 2.
4. Jesli By, Es, ... € X, to U2, B, € X
Niech Ey, Es, ... € ¥. Wtedy Vae; By, By, ... € 84 = UX, E; € 3.
Dostajemy zatem U2, E; € Noer 2o = 2.
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Zadanie 6 (Mateusz Wojaczek)

Udowodnij, ze kazdy zbior otwarty B C R jest co najwyzej przeliczalng sumag przedziatow
otwartych. Dodatkowo pokaz, ze Ay jest zamkniety na branie dowolnych sum (takze nieskon-
czonych).

Rozwigzanie

Niech B C R bedzie zbiorem otwartym. Z definicji zbioru otwartego:

Ve € B Je > 0 takie, ze (v —e,2 +¢) C B.

Z MFI wiadomo, ze w kazdym przedziale otwartym (z — e, x + ¢) istnieje liczba wymierna.
Liczb wymiernych jest przeliczalne wiele. QQ jest przeliczalne.

Dla kazdej liczby wymiernej ¢ € Q zdefiniujmy:

B,={re€B|qe€ (x—¢e;x+¢e,) dla pewnego £, > 0}.

Wtedy kazdy punkt = € B nalezy do jakiego$ B,, poniewaz w przedziale (v —e,, 2 +¢,) C B
znajduje sie liczba wymierna ¢. Zatem:

B = U B,.
qeQ

Kazdy B, jest sumg przedziatéw otwartych zawierajacych ¢, a poniewaz Q jest przeliczalne, B
jest sumg przeliczalng przedzialéw otwartych.

Dowéd zamkniecia Ay na dowolne sumy:
Niech {U;}ier € Ap bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych. Rozwazmy sume:
iel

Niech x € U. Woweczas istnieje ig € I takie, ze x € U,,. Poniewaz U, jest otwarty, istnieje € > 0
takie, ze (x —e,x +¢) C U;, C U. Zatem kazdy punkt € U nalezy do pewnego przedziatu
zawartego w U, co pokazuje, ze U jest otwarty.

Zatem U € Ay, co dowodzi, ze Ag jest zamkniety na dowolne sumy (w tym nieskoriczone).

Odpowiedz
CKD
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Zadanie 7 (Olek Wieczorek)

Udowodnij, ze Ag nie jest zamknety na branie nieskonczonych przeciec.

Rozwigzanie

Zbiér zamkniety na branie przecie¢ to taki, ze dla kazdego podzbioru elementéow tego zbioru
ich przeciecie réwniez nalezy do tego zbioru.

Zeby dostaé teze wystarczy pokazaé, ze istnieje nieskonczony podzbiér przedziatéw otwartych,
ktorych przeciecie to przedzial, ktéry jest domkniety z ktorejs strony.

Mozemy wziaé¢ np.

N (=202 ) = {0y =[0,0] ¢ 4y

Zbior Ag nie jest zamkniety na przeciecia, bo dostaliémy element spoza niego.
jesli chcemy wzigé¢ zbior inny niz singleton mozemy wziaé np.

ﬁ (—i,1+i>:[0,1]¢140

n=1

Zadanie 8 (Krzysztof Peszko)

Niech Ay = {(—00,a] : @ € R} i niech U € Ay. Udowodnij, ze azda o-algebra zawierajaca
A, zawiera U. Innymi stowy pokazujemy, ze Ay C 0(Aw), a co za tym idzie 0(Ay) C 0(Awx)-
Podobnie pokaz, ze o(Ag) 2 0(Ax)

Rozwigzanie
Pokazemy, ze element zbiér otwarty(element Ap), moze byé¢ generowany przez elementy z A.

Zaczneimy od obserwacji, ze poniwaz kazdy zbiér otwarty jest suma przeliczalnej liczby prze-
dzialéw otwartych, wie¢ wystarczy nam pokazaé, ze dowolny przedzial (a,b) moze by¢ genero-
wany przez A..

Wezmy nieskorniczong rodzine B, gdzie B, to (—oo,b — %] Nieskonczong suma tej rodziny.
Up = (—00,b). Teraz wezmy dopelnienie i otrzymamy: [b, +00). Nastepnie mozemy to szumowaé
z (—00, a] i na koniec wzigé¢ dopelnienie tego. Otrzymany wynik to (a, b). To natomiast oznacza,
ze Ay, generuje kazdy przedziat.

Zeby pokazaé zawieranie w drugg strone wystarczy wziaéé¢ dopetnienie od przedziatu otwartego
(a, +00), co daje (—o0, b].

Z tych faktu wychodzi, ze 0(Ag) = 0(As).
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Zadanie 9 (Stanistaw Macura)

Niech v : B(R) — {0,1} bedzie zdefiniowana nastepujaco. Dla B € B(R) mamy v(B) = 1
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje € > 0 taki, ze (0,e) C B. Czy funkcja v jest skonczenie
addytywna? Jesli tak, to czy jest przeliczalnie addytywna?

Rozwigzanie
Niech B, = QN (0,1) € B(R) i E, = (0,1)\ Q € B(R).
v(E) =v(Ey) =0,av(EyUEy) =v((0,1) =1#v(E)) +v(Ey) =0.

Odpowiedz

‘Nie jest skonczenie addytywna‘

Zadanie 10 (Filip Manijak)

Niech (€2, %) i (€, %') beda przestrzeniami mierzalnymi oraz o(G) = ¥’ dla pewnego G C P ()
(innymi stowy ¥’ jest generowana przez G). Udowodnij, ze f : Q — Q' jest mierzalna wtedy i
tylko wtedy, gdy f~1(G) € ¥ dla kazdego G € G.

Rozwigzanie

Sprawadza sie to, do udowodnienia ze:

UG es = fHo(@) ex

<~
Triv, bo G C 0(G)

—

Tu plan jest taki, ze pokazemy ze wszystkie zbiory o mierzalnym przeciwobrazie sa o-algebra
(oznaczmy ja M jak mierzalne). Wiemy jednak, ze G nalezy do tej sigma algebry, a to oznacza
ze 0(G) C M bo o(G) to przeciecie M z czym$ tam (nie interesuje nas czym). No to teraz ta
trudniejsza czes¢, pokazanie tego

Dowéd ze {X : f71(X) € X} = M jest o-algebra
Sprawdzamy wtasnosci:
o V' € M, tak poniewaz f~1(Y)=Q€eX

e Ae M = /A € M tez, poniewaz f~1(Q/A) = f~1Q)/f(A) co juz jest w M bo
> to algebra

E
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e Suma przeciwobrazéw podobnie sie przenosi, wiec ten sam argument.

o Suma przeliczalnej iloéci zachowuje sie trywialnie tak samo.

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz ‘

Zadanie 11 (Jakub Stepaniuk)

Czy ztozenie dwdch funkeji mierzalnych jest mierzalne?

Rozwigzanie

Niech dane beda (21, 1), (Q9, 22), (23, X3) oraz funkcje f: (21, %1) — (22, X2), 9 : (22, %52) —
(Q3,33), ktére sa mierzalne.

Dla przypomnienia, funkcja h : (2, %) — (©/, %) jest mierzalna wtw. gdy Vgesh™H(F) € 2.

Niech wigc E € X3. Z mierzalnoéci g wiadomo, ze ¢g7'(E) € Y. Z tego i z mierzalnodci f
wiadomo tez, ze f~1 (g7 (E)) € ;.

Pokazali$my, ze dla kazdego E € Y3 zachodzi (go f)~}(E) € Xy, przez co (go f) jest mierzalna.

Odpowiedz

‘Tak, ztozenie dwéch funkeji mierzalnych jest mierzalne. ‘



https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

. Build #160
PI‘Obabll Zestaw 3 10 grudnia 2025, 08:18

Zadanie 12 (Wiktoria Mar¢)

Czy kazda funkcja ciggla f : R — R jest mierzalna?

Rozwigzanie

Tak, pokazemy, ze kazda taka funkcja jest B(R)-mierzalna. Niech Ay oznacza rodzine wszystkich
zbioréw otwartych w R. Wiemy, ze o(A4p) = B(R) Na podstawie definicji Cauchy’ego ciagtosci
funkcji f mamy

VA€ Ay f1(A) € A,
czyli przeciwobraz kazdego zbioru otwartego jest rowniez zbiorem otwartym.

Teraz wykorzystamy zadanie 10 z zestawu 3. Podstawiajac tam:
Q=0 =R; ¥ =%, =B(R); G = A

otrzymujemy, ze f jest mierzalna.

Odpowiedz

‘Tak, w ujeciu borelowskim

Zadanie 13 (OSKIBOSKI123)

Teza: Niech f,g: R — R bedg mierzalne. Czy ich suma réwniez jest mierzalna?

Rozwigzanie

Niech G = {(—o0,¢) : ¢ € R}. Wiadomo, ze 0(G) = B(R). (co latwo wynika z warunkéw na
o-algebre oraz faktu, ze o(Agy) = B(R))

Zgodnie z zadaniem 10, aby wykaza¢ mierzalnos¢ f + g, wystarczy sprawdzi¢, ze dla kazdego
Geg:
(f +9)7'(G) € B(R).

Wezmy dowolne ¢ € R i rozwazmy zbidr:

A={zeR: f(x)+g(x) <c} = (f+9) " ((—00.0)).

Zauwazmy, ze:
fle)+g(x)<ec < [fx)<c—g()

Istnieje wtedy liczba wymierna r € Q taka, ze:

flz) <r<c—gx).

Zatem:

A=J {z: fl) <rin{z:g(x) <c—r1}).

reQ
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Poniewaz f i g sa mierzalne, zbiory:
{z: f(x) <r} eBR), {z:g9(x)<c—r}eBR).

Przekréj dwoch zbioréw borelowskich jest borelowski, a przeliczalna suma zbioréw borelowskich
jest borelowska. Zatem A € B(R).

Whioskujemy, ze (f +g) ' ((—o0,¢)) € B(R) dla kazdego ¢ € R, czyli warunek mierzalnosci jest
spetniony na generatorze G. Z zadania 10 wynika, ze f + g jest mierzalna.

Odpowiedz

’Suma tez jest mierzalna.‘

Zadanie 14 (Autor/ka)

tutaj wpisz tre$¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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Zadanie 15 (Kamil)
Udowodnij, ze jesli f, g : {2 — C sa mierzalne, to
/(f+g)du=/ fdu+/ gdp.
E E E

Wskazéwka:

Najpierw udowodnij réwnosé dla f i g bedacych funkcjami schodkowymi. Nastepnie skorzystaj
z twierdzenia o aproksymacji funkcji mierzalnej funkcjami schodkowymi. Przejscie od funkcji
nieujemnych do funkcji rzeczywistych i zespolonych jest bardzo proste.

Rozwigzanie

Etap 1: Liniowosé catki dla funkcji schodkowych

Niech f,g: € — C beda funkcjami schodkowymi, tzn.
f=>aixa, 9=>_bjxs,
i=1 j=1
gdzie A;, B; C €2 sa mierzalnymi i roztacznymi zbiorami w obrebie €2, a a;,b; € C.

Wiemy, ze
(f +9)(x) = f(z) +g(z).

Poniewaz f(z) = a; dla x € A;, a g(z) = b; dla x € B;, otrzymujemy:

(f+9)(x) =a;+b; dlazeAnNB,.
Zatem funkcja f + g jest réwniez schodkowa i mozna ja zapisaé¢ jako

F+9=>> (a;+bj)xans,-

i=1j=1

7 definicji catki dla funkcji schodkowej mamy:

/E(f+g) dp = ii(ai +b;) w(E N A; N By).

i=1j=1

Rozdzielajac sume i korzystajac z wtasnosci sum:

/E(f‘i‘g)d,u:zn:f:aill(EﬂAiﬂBj)—i—iibju(EﬂAiﬂBj).

i=1j=1 i=1j=1

Korzystajac z roztacznodci zbioréw B; i A;, otrzymujemy:

n

ZM(EmAmBj):p(EmAi), > uw(ENA;NB;) =u(EN By),

]:]_ =1

10/13
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czyli
/E(f+g)du=Za@-u(EﬂAi)+iju(EmBj).

=1

Z definicji catki funkcji schodkowej mamy wprost:
[ fan=YanEnd), [ gdi=3buENE),
i=1 j=1

wiec wreszcie:

/(f+g)du=/ fdu+/ gdp.
E E E
Etap 2: Liniowos$¢é catki dla funkcji mierzalnych nieujemnych

Z twierdzenia o aproksymacji funkcji mierzalnej funkcjami schodkowymi, wezmy Si,...,95, i
Ti,...,T, takie, zeby
lim S, = f, T}LIEOT" =g.

n—oo

Wtedy

Z liniowosci catki dla funkcji schodkowych otrzymujemy dla funkcji nieujemnych mierzalnych:

/(f+g)du: 1im/(Sn+Tn)du: lim/Snd;H— lim/Tndu:/fdu+/gdu.
E n—oo E n—oo E n—oo E E E

Etap 3: Liniowos$¢é catki dla funkcji rzeczywistych

Rozbijmy
f=r—-r 9=9+—9-,

gdzie
f+:max{0,f}, f*:_min{(]?f}a

analogicznie dla funkcji g.

Jako ze fi, f_, 9+, g_ sa funkcjami mierzalnymi, nieujemnymi, zastosujemy w dowodzie wynik
z Etapu 2:

(fy = f)+(g9+ —9g-)du
(fr+gy)—(f-+g-)du

(f+ +94)dp — /E(f— +g-)dp

zéhW+é%w—éﬂw—émw
— [ rdu+ [ gdn

/E(f+g)du=

5

E

.

11/13
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Etap 4: Liniowos$é catki dla funkcji zespolonych

Niech f,g: 2 — C beda funkcjami mierzalnymi. Rozbijamy je na czesci rzeczywista i urojona:

f=R0)+iS(),  9=Rg) +iS(g),
gdzie R(f), 3(f), R(g9), 3(g) sa funkcjami rzeczywistymi mierzalnymi.

Zastosowujac liniowosé calki dla funkcji rzeczywistych (Etap 3), mamy:
JF+ g di= [ (R +R(9) +i(S3() + 3(9)) dn.
Rozdzielamy catke na cze$¢ rzeczywista i urojona:
L+ gydu= [ (R +R()du+i [ (3(5)+3(9) dn.
Korzystajac z liniowosci catki dla funkcji rzeczywistych:
LR +R@) du = [ R dut [ Rgyd, [ SN+ du= [ S dut [ (o)
Laczac czesci rzeczywisty i urojona, otrzymujemy:

Lt aydu=([ RPyduti [ S+ ([ Ra)duti [ S(ydi = [ -+ [ gdn

Zatem liniowos¢ calki zachodzi réwniez dla funkcji zespolonych.

12/|13


https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

. Build #160
PI‘Obabll Zestaw 3 10 grudnia 2025, 08:18

Zadanie 16 (Jakub Sulkowski)

Niech h bedzie mierzalng funkcja nieujemna na 2. Udowodnij, ze
jesli [ph du=0,to u({z € E | h(z) # 0}) = 0 (mbéwimy wtedy, ze h |p= 0 p-prawie wszedzie)
Rozwigzanie

Parafrazujac: wszystko jest nieujemne i sumuje sie do zera, wiec (prawie) wszystko jest zerem.

Zdefinujmy g : R>¢y — R>( jako

0 x =0,

g(x) = . .

max{2° | a € Z,2* <z}, x>0
Teraz zdefiniujmy f = g o h. Przygladajac sie dostatecznie dlugo mamy, ze f jest mierzalne.
Oczywiscie f < h (bo g < id), oraz V. f(x) =0 < g(z) = 0.
Korzystajac ze schodkowej definicji f, niech

So={r € E|h(z) € 29,2 )} = {z € E| f(z) =2}

oraz niech S = {z | f(z) = h(z) = 0}. Wtedy:

O—/hdu /fd,u—(),u )+ S0 29u(8,) = 3 29u(S

a€Z a€Z

(tatwo jest wprowadzi¢ na Z dobry porzadek podobny do w, wiec akceptujemy iterowanie sumy po elementach Z)
Aby suma liczb nieujemnych byta zerowa, musi to by¢ suma samych zer. V, u(S,) =0

Wracajac do tezy:

u{z € B[ ha) £ 0}) = pul{x € E| f(x) #0}) = p(|J S2) = 3 u(S

a€Z a€Z

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b
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