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Zadanie 1 (Mateusz Wojaczek)

Wiewiérka chodzi po skonczonej kracie jak na rysunku ponizej w sposéb losowy. Rozpoczyna
swoja trase w wierzchotku (0,0) i w kazdym kroku wybiera w sposéb losowy, jednostajny
i niezalezny jeden z sasiednich wierzchotkéw aktualnego wierzchotka. W wierzchotku (1,1)
znajduje sie zotadz. Nalezy wyznaczy¢ oczekiwang liczbe krokéw potrzebnych, aby wiewiorka
dotarta do zotedzia.

Rozwigzanie

Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozwazy¢ potowe kwadratu:

(2,2)
D E T
B Q
(0,0)A
Rozwigzanie

Oznaczmy oczekiwane liczby krokéw z poszczegdlnych wierzchotkow odpowiednio:
A=EQ0,0), B=E(1,0, C=EQ1,1), D=E?2/0), E=EFE21), F=EF(Z22)
Poniewaz wierzchotek (2,2) zawiera zotadz, mamy

F=0.

Dla pozostatych wierzchotkéw zapisujemy réwnania dla wartosci oczekiwane;j:

A=1+B,
B=1+3A+3iC+3D,
C=1+3iB+3iFE,
D=1+1B+1iC,

E=1+3;C+iD+iF
Poniewaz D = C', uktad upraszcza sie do:
A=1+ B,

B=1+:A+3C,
C=1+43B+3E,

E=1+3C.
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Z ostatniego rownania otrzymujemy:

Podstawiajac do trzeciego réwnania:

C:1+1B+1<1+§C>,

2 2
czyli
C=3+3B+:C
Stad
;0:2+;B = C:9+iB.

Z A =1+ B mamy:

B:1+;(1+B)+C’

czyli
§B—§+§C’ = B=2+C.
Podstawiamy C' = % + %B:
B:2—|—j+iB,

czyli

41132147 = B=1T.
Stad:

C=i+i-17:9251:15, A=14+B=18

Oczekiwana liczba krokéw, jakie wiewidrka wykona zanim znajdzie zotedzia, wynosi 18.

Odpowiedz
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Zadanie 2 (Hubert Jastrzebski)

Rzucamy kostka, az nie zanotujemy dwdch szdstek pod rzad. Jaka jest oczekiwana liczba rzu-
tow?

Wskazowka: Odpowiedzia nie jest 36.

Rozwigzanie

Zasada chyba (bo jeszcze nikt go nie spisat) podobna do tej z poprzedniego zadania, ale nawet
troche prostsza.

Generalnie bedziemy chcieli stworzy¢ uktad réwnan, ktéry pozwoli nam wyliczyé oczekiwang
liczbe rzutéw — rozpisalem sie troche (+ w vs code ciezko czasem nie kliknaé tego tab), ale
samo zadanie nie jest skomplikowane.

Zdefiniujmy sobie trzy stany:

e Stan N (neutralny) — stan w ktérym w ostatnim rzucie nie wypadta széstka (albo jest to
pierwszy rzut).

« Stan S (jedna széstka) — stan w ktérym w ostatnim rzucie wypadla szostka, ale nie mamy
jeszcze dwoch szostek pod rzad.

o Stan K (dwie széstki, koniec) — stan w ktérym mamy juz dwie szdstki pod rzad.
Niech X bedzie zmienng losowa, oznaczajaca liczbe rzutow potrzebnych do zakonczenia gry.
Niech:

e Enx = E(X| jestedmy w stanie N) — oczekiwana liczba rzutéw do zakonczenia gry, jesli
zaczynamy w stanie N,

o« Eg = E(X] jesteémy w stanie S) — oczekiwana liczba rzutéw do zakonczenia gry, jesli
zaczynamy w stanie S,

o FEx = E(X| jesteémy w stanie K') — oczekiwana liczba rzutéw do zakonczenia gry, jesli
zaczynamy w stanie K.

Oczywiscie EFx = 0, bo gra sie juz skonczyta.
Rozwazmy teraz stan N. W tym stanie rzucamy kostka:

o 7 prawdopodobienstwem = wypada széstka i przechodzimy do stanu S.

Dot O

o 7 prawdopodobienstwem 2 nie wypada szostka i pozostajemy w stanie V.

W kazdym przypadku wykonaliémy jeden rzut, wiec mozemy zapisa¢ réwnanie:

1 5
Ey = 6(Es +1) + E(EN +1)

Podobnie jest ze stanem S:

» 7 prawdopodobienstwem = wypada széstka i przechodzimy do stanu K.

(o[ BN

o 7 prawdopodobienstwem 2 nie wypada szostka i wracamy do stanu N.
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Znowu wykonalismy jeden rzut, wiec mamy:

1 )
Eg = 6<EK +1)+ 6(EN +1)

Teraz pozostaje tylko rozwiaza¢ uktad réwnan (bardzo ciezki):

Bx = ¢(Bs+1)+ 2(Ex +1)
(£(Bx+1) + 2 (By +1)+ 1)+ S(By + 1)
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Jako iz N to jest stan z ktérego rozpoczynamy gre, to odpowiedzia jest wtasnie Ey = 42.

Odpowiedz

Zadanie 3 (Dominik)

Ze standardowej talii 52 kart wyciagamy 13 (reka brydzowa). Niech X to liczba wyciagnietych
asow, a Y to liczba wyciagnietych trefli.

(i) Czy X 1Y sa niezalezne?

(ii) Czy X 1Y sa nieskorelowane?

Przypomnienie

Zmienne losowe X i Y sg niezalezne, gdy dla kazdego x,y € R:

PX=a2ANY=y)=PX=2)-PY =y)

Zmienne losowe X i Y sg nieskorelowane, gdy:

E[X -Y] = E[X]- E[Y]
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Rozwigzanie podpunktu (i)

Nie sa niezalezne, pokaze kontrprzyktad.
o P(X =4) to prawdopodobiefistwo, ze wyciagniemy 4 asy, oczywiscie P(X =4) > 0.

e P(Y = 13) to prawdopodobiefistwo, ze wyciggniemy tylko trefle, podobnie P(Y = 13) >
0.

e P(X =4ANY = 13) to prawdopodobienstwo, ze wyciagniemy tylko trefle, w tym cztery
asy. Takie zdarzenie jest niemozliwe, wiec P(X =4A =Y =13) = 0.

Czyli nie jest prawda, ze dla kazdego x,y € R zachodzi
PX=a2ANY =y)=PX=2x) - PY =y),

wiec zmienne losowe X i Y nie sa niezalezne.

Rozwigzanie podpunktu |(ii)

Niech X; to indykator zdarzenia, ze i-ta wylosowana karta to as:

4 1
EX,=1]= — =

213 (dla i € [13])

7 liniowosci wartosci oczekiwanej:

1
E[X] = E[Xy+ - + Eig] = E[X\] + -+ E[X1g] = 13- = = 1

Analogicznie niech Y; to indykator zdarzenia, ze i-ta karta to trefl:

13

1

_ 1

X;Y; to indykator zdarzenia, ze i-ta wylosowana karta to as trefl: F[X;Y]] 5

Dla ¢ # j X;Y; to indykator zdarzenia, ze i-ta wylosowana karta jest asem, a j-ta to trefl. Te
zdarzenia sg niezalezne, wiec:

E[X;Y;] = P(X;=1AY; =1) = P(X;

I
—_
~—
e
—~
ot

I
—_
~—
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\

I

Czyli dla kazdej pary (i,7) € [13] x [13] zachodzi E[X;Y;] = &.

7 liniowosci wartosci oczekiwanej:

1 13
- EIX,Y] =132 — = =°

E[XY]=E =,
(4.9)€[13]x[13]

Y XY

(1,5)€[13]x[13]

Wiemy tez, ze:
13 13
EX]-EY]|=1-—=—
X]-BY) =1 =
wiec warunek na nieskorelowanie zmiennych losowych X i Y zachodzi.
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Odpowiedz

’X i Y nie sg niezalezne, ale sg nieskorelowane

Zadanie 4 (Michat)

Kazdy z n graczy rzuca niezaleznie od pozostatych kostka.

(i) Za dowolng pare graczy ktorzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje 1 punkt. Znalezé
wariancje liczby uzyskanych punktéw.

(ii) Za dowolna pare graczy ktorzy wyrzucili ten sam wynik grupa dostaje tyle punktéw ile
wyrzucili. Znalez¢ wariancje liczby uzyskanych punktéw.

Wstep

Niech X; bedzie wynikiem rzutu i-tego gracza, dla ¢« = 1,...,n. Zmienne X; sa niezalezne i
maja jednakowy rozktad: P(X; = k) = é dla k € {1,2,3,4,5,6}.

Bedziemy korzysta¢ ze wzoru na wariancje sumy zmiennych losowych:

Var (Z Ak> = Var(4;) + > Cov(Ay, A)

k£l

Rozwigzanie podpunktu (i)

Definiujemy zmienng losowa Y jako catkowita liczbe punktow. Liczba punktéw jest suma punk-
tow przyznanych kazdej parze graczy. Jest (g) takich par.

Dla kazdej pary graczy (i,7) z 1 <i < j <n, zdefiniujmy indykator Y;;:

ij

|0 edy X, # X

Calkowita liczba punktéw Y to oczywiscie suma tych zmiennych:

Y= > Y

1<i<j<n
Aby znalez¢é Var(Y'), musimy obliczy¢ Var(Y;;) oraz Cov(Y;;, Yi) dla (4, 7) # (k,1).

Wariancja

Wartos¢ oczekiwana: E[Yj;] =p = 2.

Wariancja: Var(Y;;) = p(1 —p) = ¢ (1 — l) =1.5=2
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Kowariancja

Dla par roztacznych Kowariancja jest rowna 0 zastanéwmy co dzieje sie dla par majacych jeden
wsp6lny wskaznik. BSO wezmy pary (i,7) i (i, k), wtedy

1
P(Y;; =11Yj, =1) = P(wszyscy trzej gracze maja ten sam wynik) = T

stad
1 1
Vi Yie) = — — (=)? =
Cov(Yyj, Yir) % (6) 0

zatem wszystkie kowariancje pomiedzy dwoma réznymi Y;; sa réwne 0

A zatem

wariancja sumy jest po prostu sumag wariancji:
Var(Y)= > Var(Yy)
1<i<j<n

n(n—l).

Liczba par (i, j) wynosi (;) )

n
2

nn—1) 5  bn(n—1)

)-Var(Yij):-z

Var(Y) = ( 2 36 72

Rozwigzanie podpunktu |(ii)

Definiujemy zmienna losowa Y jako catkowita liczbe punktéw. Dla kazdej pary graczy (i,j) z
1 <@ < j < n, zdefiniujmy zmienng Y;;:

V. — Xi edy X; = X;
Y10 gdy X; #£ X

Moment pierwszego i drugiego rzedu

6 1 21 7
}/;:- = k‘ = = o,
Vil = 2. 36 36 12

=1

ol

Kowariancja dwéch zmiennych

Jesdli pary sg roztaczne, kowariancja = 0. Jesli pary maja wspélnego gracza (Y;; i Yii):

6 1 91

V¥l = YK o =

¥ ¥al kz::l 216 216
91 7\2 35
Cool¥iYa) = 336~ (33) = a5
ov(Yij, Yir) = 576 = 13 432
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Liczba par wskaznikéw ze wspdélnym graczem

Liczba uporzadkowanych par o wspélnym wskazniku (takich potrzebujemy do sumy) to:
2-3- (g) =n(n—1)(n—2).

Wariancja catkowita

Wiemy, ze
vy= Y Vi
1<i<j<n
Wtedy
Var(Y) = > Var(Yy)+ Y. Cov(Yiy, Yi)
{ig} (i<g)# (k<)
n\ 35 35
_ 35n(n—1) N 35n(n—1)(n—2)
32 432
n(n —1)(2n + 23)
=35 .
864
Odpowiedz

. (n) 5 5n(n—1) .. 35n(n—1)(2n + 23)
) (2) 36 72 (i) 864



https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

. Build #160
PI‘Obabll Zestaw 4 10 grudnia 2025, 08:18

Zadanie 5 (Filip Manijak)

W urnie znajduje sie b biatych kul i ¢ czarnych kul. Wyciggamy kolejno wszystkie kule.

Wyciagnieta kula daje zmiane, jezeli jej kolor jest rozny od koloru kuli wyciagnietej bezposred-
nio przed nia.

Wyciagnieta biata kula daje dobrg zmiane, jezeli bezposrednio przed nia zostala wyciagnieta
czarna kula.

Oblicz:
1. oczekiwang liczbe i wariancje zmian,

2. oczekiwanag liczbe i wariancje dobrych zmian.

Rozwigzanie

Oczekiwana liczba zmian i wariancja

Niech w urnie jest b biatych kul i ¢ czarnych kul, N = b + c. Losujemy wszystkie kule kolejno
bez zwracania.

Dlai=2,..., N definiujemy wskazniki:

5. — {1, jesli i-ta kula ma inny kolor niz (i — 1)-ta,

0, w przeciwnym razie,

v — 1, jedli i-ta kula jest biala i poprzednia czarna (dobra zmiana),
' 0, w przeciwnym razie.

I) Zmiany koloru

Calkowita liczba zmian koloru:

N
c=%x,
i=2
Oczekiwana liczba zmian
Dla dowolnego 1:
be be 2bc
Pr(X;, =1)=Pr(B P B) = —
r( ) r(B—W) + Pr(W—B) N(N—1)+N(N—1) NN = 1)
Zatem: o o
c C
ElCl=(N -1 = —
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Wariancja — pelna

Kazdy wskaznik X; to zmienna Bernoulliego:

Var(X;) = p(1 — p).
Ogélna formuta wariancji sumy:

Var(C) = iv:Var(Xi) +2 > Cov(X;,X;).

2<i<j<N

1. Kowariancje sasiadujace (|i — j| = 1) Niech X; i X;,; maja wspolna kule w pozycji i.

Wtedy:
be(b— 1) + be(c — 1) be
BN =P =L X =V ="y v —2) ~ NV 1)
wiec
be be 2bc ?
Xy Xip1) = o — P2 = - '
Cov(X;, Xit1) N(N - 1) p N(N —-1) (N(N - 1))

Liczba takich par: (N — 2).

2. Kowariancje niesgsiadujace (|i —j| > 1) Niech X; i X; nie sgsiaduja. Wtedy mamy 4
rozne kule w pozycjach ¢ — 1,4,5 — 1, 7. Zatem:
2bc 2(b—1)(c—1)

E[X;X;) =Pr(X;=1,X;=1) = NN T VD=3

Liczba takich par: (N;) —(N-=-2)= 7(]\]_1)2(1\[_2) —(N=-2)= 7(]\7_2)2(]\[_3).

Zatem kowariancja dla kazdej pary niesasiadujacej:
4be(b—1)(c — 1)

CovlXe X =y - —gv =3 7

3. Wariancja catkowita Sumujac:

Var(©) = (N-1)p(1-p)+2(N-2) (5 )—p2)+2.(N —ANZ3( - N”‘b_c(f)(‘N”_(cz)‘( = 57

Po uproszczeniu otrzymujemy:

2bc(2bc — N)

Var(C) = NN 1)

10/122
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IT) Dobre zmiany
Dlai=2,..., N definiujemy:

v — 1, jesli i-ta kula jest biala i poprzednia czarna (dobra zmiana),
’ 0, w przeciwnym razie.

Calkowita liczba dobrych zmian:

N
G=Yv.
=2
Oczekiwana liczba
be be be
Pr(Y; = 1) = . E[G]=(N-1 _be
i )= o BE=0W-UgR—p=xw
Wariancja
Kazdy wskaznik Y; to zmienna Bernoulliego:
Var(Y;) = p(1 — p) = be
d=p=p). P =gy

Dla sasiadujacych wskaznikow Y; i Yiiq:

Cov(Y;, Yigr) = E[YiYip] — E[VIE[Yi] = 0 - p* =
poniewaz zdarzenia sa roztaczne (kula ¢ nie moze jednoczeénie by¢ biata i czarna).
Dla niesasiadujacych wskaznikéw Y;,Y; (|i — j| > 1) kowariancja wynosi:

Cov(Y;,Y;) =Pr(Y; =1iY; =1) — p*.
Wariancja catkowitej liczby dobrych zmian:

Var(G) = g:Var(Yi) +2 > Cov(Y,Y)).

2<i<j<N

Po uwzglednieniu wszystkich kowariancji (sasiadujacych i niesasiadujacych) otrzymujemy:

b2c?

Var(G) = NN 1)

11/p22)
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Zadanie 6 (Jakub Stepaniuk)

Niech X bedzie zmienng losowg liczacg liczbe kopii kliki K4 na czterech wierzchotkach w grafie
wylosowanym z modelu G,,, (to znaczy, majac n > 4 wierzchotkéw dla kazdej pary wierzchot-
kéw losujemy niezaleznie z prawdopodobienstwem p € (0,1), czy sa polaczone krawedzia, czy
nie). Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje X.

Rozwigzanie

Warto$¢ oczekiwana jest prosta do wyliczenia. Wystarczy zdefiniowaé indykatory { X} 1e(Y) dla
4

kazdego 4-elementowego podzbioru wierzchotkow, ktére sa rowne 1 wpp. gdy ten zbiér indukuje
kopie K4. Otrzymujemy warto$¢ oczekiwang:

PIXI=EY. %= ¥ £lxil= 3 o= ()0
re(Y) 1Y) 1e(y)

Z wariancja jest nieco wigcej zabawy, ale na szczescie mozemy zauwazy¢, ze indykatory zbiorow o
0 lub 1 wspdlnych wierzchotkach bylyby roztaczne krawedziowo, wiec bytyby niezalezne (a wiec
Cov(Xy7, X ) = 0). Mozemy wiec wyliczyé¢ wariancje pierwsze poznajac wartosci kowariancji
dla przecinajacych sie krawedziowo zbioréw.

2 wspollne wierzchotki

Niech X,Y € (1), X NY|=2.

Cov(X1, X)) = B[ X1 X,;] — E[X/|E[X,] =
=p'' = (%) = (1 -pp"

3 wspolne wierzcholki

Niech X,v € (}),1X NY| =3
COU(X[,XJ) = E[X[XJ] - E[X]]E[XJ] =
=p" = (p°)? = (1 -p°)p’

Wariancje

Pozostaje jeszcze tylko wyliczy¢ wariancje pojedynczego indykatora:

Var(Xy) = EIX}] = EIX/]? =p" — p' = (1 - p")p’

I ostateczny wynik:

12/122)
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Var(X)=Var( ) X)) = > Var(Xp)+ >, Cov(X,Xy)

1e(y) 1e(y) rJe(y) 1#7
= Z Var(X;) + Z Cov(Xr, X ) + Z Cov(X1, X))
1e(y) rJe(Y),ins=2 1Je(Y) InJ=3
= > Var(X;)+ Z Cov(Xy, X)) + > Cov(Xy, X))
1e(y) 1Je(Y),mnJ=2 1,Je(Yy).1nJ=3

(e (0 (e
(ool ol

Odpowiedz

E[X] = <Z>p6, Var|X| powyzej

Zadanie 7 (Wiktoria Marc¢)

Powiedzmy, ze w urnie znajduje sie N kul z czego K jest zielonych a reszta czerwone. Losujemy
n kul bez zwracania. Niech X bedzie liczba zielonych kul ktore wylosowalismy. Jaki rozktad ma
X? Innymi stowy, ile wynosi P(X = k)?

Rozwigzanie

k kul zielonych sposréd wszystkich kul zielonych mozna wybraé¢ na ( ) sposobdéw, analogicznie
n — k kul czerwonych na (JX _K) sposobow. Wszystkich sposobéw na wybranie n kul ze zbioru

N kul jest (JX) Wynik wynosi wiec:

() (=)
(%)

Odpowiedz

() ()
(2)

, jest to rozktad hipergeometryczny
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Zadanie 8 (Krzysztof Peszko)

Jaka jest wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X z poprzedniego zadania.

Rozwigzanie

Robimy zdarzenie X;, czyli, ze i-ta kula jest zielona. 7Z liniowosci wartosci oczekiwanej, wiemy,
ze B(X) =YY", E(X)).

E(X;) =P(X;) =%, wiec E(X) =nx*£.
Teraz obliczmy F(X?), mozemy to rozpisa¢, jako E(X (X —1)+ X) = E(X (X —1)) + E(X).

Teraz powiedzmy, sobie czym jest E(X * (X — 1)). Bedzie to liczba uporzadkowanych par,
takich, ze obie kule sa zielone.

Wiemy, ze takich par bedzie 2 x (12{), a prawdopodobienstwo, ze konkretna para sie znajdzie to

N-—-2
<”];2). Takze korzystajac z liniowosci, wychodzi nam, ze:

()

K) (h2) _ K (K —1)x(m) x(n—1)
2)" () (N) = (N —1)

n

E(X*(X—l))zQ*(

s Kx(K—-1)xnx*(n-—1) K K,
= N+ (N—1) —l—n*N—(n*N)
nxK (K—1)%x(n—1) K
N *( N1 +1=(nx )
nxK (K—-1)x(n—1) N-—1 K
R V= Vs Bl 20
nx K (K=1)x(n—1)+(N—-1) K

Var(X) = N * ( (N—1) —(”*N))

n*K*(K*(n—l)—n+N_( *5»
N (N -1 "N

- nxK NsxKx(n—1)—n*N+N>—nxKx(N—-1)
Var(X) = Nt N+ (V1)

- nxK Kx(Nx(n—1)—nx*(N—-1))—nxN+ N?
Var(X) = Nt N+ (V-1)
n*K*K*(—N+n)—n*N+N2
N Nx(N—1)
n*K*(N—n)* -K+N

N N« (N —-1)
_nxKx (N —n) K
Var(X) = N+ (V-1 *(1_N)

Var(X) = B(X?) — B(X)

Var(X) =

Var(X)

Var(X) =

Var(X) =

Var(X) =
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Odpowiedz

nx K * (N —n) K
oo 4N

E(X)=nx x, Var(X) =

Zadanie 9 (Pavlo Tsikalyshyn)

Pokaz, ze nierownos¢ Markowa jest optymalna. To znaczy, dla danego a > 1 znajdz zmienna
losowa X, ze:

P(X > aE(X)) = -

Rozwigzanie

Niech dla naszej zmiennej losowej P(X = 0) = =L oraz P(X = a) =
Wtedy B(X)=P(X=0)-0+P(X=a)-a=22.0+21.a=1,
stad mamy, ze P(X > aE(X))=P(X > a)=P(X =a) = 1.

Odpowiedz
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Zadanie 10 (Kacper Orszulak)

Algorytm babelkowy sortowania przeglada podang na wejsciu permutacje i odwraca sasiadujace
elementy badace w inwersji. Przejscia wzdtuz permutacji sa powtarzane tak dtugo, az permuta-
cja jest posortowana. Zaloz, ze podajemy temu algorytmowi losowo wybrang permutacje zbioru
[n]. Jaka jest oczekiwana liczba inwersji, ktéra odwrdci algorytm podczas swojego dzialania.
Jaka jest wariancja? Za pomoca nieréwnosci Czebyszewa pokaz, ze algorytm sortowania babel-
kowego wykonuje prawie zawsze liczbe krokéw rzedu Q(n?).

Rozwigzanie

Wstep

Zamiana miejscami dwoch sgsiednich elementéw bedacych w inwersji zmniejsza ogdlng liczbe
inwersji doktadnie o jeden. Z tego powodu liczba zamian w algorytmie jest réwna liczbie inwersji
w wejsciowej permutacji. W zadaniu bedziemy zatem analizowa¢ wlasnosci zmiennej losowej X
bedaca liczba inwersji wylosowanej permutacji.

Niech Xj; to indykator tego, czy dla i < j zachodzi o(i) > o(j). Oczywidcie X = 31 <, Xij.
Zachodzi P(X;; = 1) = M2 _ L

n(n—1) 2

Ponadto dla indykatoréw zachodzi E(X?) = E(X;;) = P(X;; = 1). Zatem Var(X;;) = 5.

Wartos¢ oczekiwana liczby zamian

EX)= > EXy= ) P(Xij:1)2<g>'

1<i<j<n 1<i<j<n

1 n(m-1)
2 4

Wariancja liczby zamian

Lemat. Wariancja sumy n zmiennych losowych.

Var (Z XZ-> => Var(X;)+2 > Cov(X;,X;)

i€[n] i€[n] {17]}60721])

Dowdéd. Pozostawiam jako ¢wiczenie dla czytelnika ;).

Wracajac do zadania:

Var(X) =Var Yo Xiy|l= Y Var(Xy)+2 > Cov(Xij, Xx1)
tigre(s) tire() tiareane((2)

Zastandéwmy si¢ teraz jak obliczy¢ sume kowariancji.
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Jezeli rozwazymy sktadnik taki, ze 4, 7, k,1 sa parami rézne, to dostaniemy zmienne X;;, Xy,
ktére na pewno sa niezalezne, poniewaz nier6wnosé o (i)So(j) nie wpltywa na nieréwnosé o (k)So(1).
Oznacza to, ze Cov(X;j, Xp) = 0.

Nie moze si¢ zdarzy¢, ze i = j = k = I, poniewaz {i,i} = {i} ¢ ().

Analogicznie nie moze zaj$¢, ze i = j V k = 1. Nie moze tez zajs¢ i =k A j=1.

Pozostaje nam zatem rozwazy¢ tylko przypadek, ze |[{i, j, k,}| = 3.

Niech zatem {p,q,r} € ([g]) takie ze p < ¢ < r. BSO zalézmy, ze ¢ < 7 AN k < [ oraz
leksykograficznie

(2,5) < (k. 1).

Oto sktadniki, ktorych jeszcze nie rozwazyliSmy:

Cov(Xpg, Xpr) + Cov( Xy, Xor) + Cov(Xpg, Xor)

Wiemy, ze Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) [] Jedyne czego jeszcze nie wiemy zatem, to
wartosci oczekiwane iloczynéw zmiennych losowych. Kazdy iloczyn indykatorow, to tez indy-
kator, a wiec wystarczy policzy¢ tylko prawdopodobienstwa postaci P(X;; Xy = 1) = P(X;; =
IANXy=1).

PXpyy =1NX, =1) = P({gﬁigi) = %, poniewaz jest g—: permutacji, w ktérych o, jest
najwicksze. Zatem Cov(X,,, Xyr) = T=x.

PXyr =1ANX, =1) = ({ggig;) = 3, poniewaz jest 3—: permutacji, w ktérych o, jest
najmniejsze. Zatem Cov(Xpr, Xg) = 5 — 1 = 15

PXpyy=1NX, =1) = Pl(o,>0,>0,) = % = %, poniewaz nie mamy zadnej swobody w
permutacji trzyelementowej. Zatem Cov(Xpg, Xo) = ¢ — 1 = — 15

Dokonczymy obliczenia:

VQT(X>:<“>.1+2.<?%>.(1+1_1):n<n_1><2n+5>

2) 4 3 12 12 12 72

Prawdopodobienstwo odchytu

Twierdzenie. Nierownosé Czebyszewa Dla dowolnego a > 0

Var[X]

a?

P(X - E[X][>a) <

Niech p := E[X], a € (0;1) oraz a := (1 — a)pu.

INa wyktadzie i w P&C chyba nie ma tego wzoru, ale jest powszechnie znany.
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Policzmy prawdopodobienistwo, ze liczba inwersji jest co najwyzej O(n?).

P(X=0n*)=PX <ap) =P(p—-X = (1—aju) =
=Pp—X=a) <P(X —pl>a)
Var[X] 8 2n+5 1
T (1—a)22 9n(n—1)(1—a)?

Zatem
P(X = Q(nz)) =1-PX = O(nz)) —1-0=

n—oo

Dostajemy wiec szukang tozsamosé. [

Odpowiedz

E(X) = n(n4—1)7 Var[X] =

n(n—1)(2n + 5)
72

Zadanie 11 (Kuba Sultkowski)

Losujemy stowo binarne dtugosci n. Rozwazmy wszystkie (72‘) par indeksow. Dla kazdej takiej
pary zmienna X;; jest wartoscig funkcji xor na i-tym oraz j-tym bicie. Niech X = 37, <, Xij.

(i) wykaz, ze zmienne nie sg niezalezne jako rodzina zmiennych
(11) Wykaz, 7e E(Xachd> = ]E(Xab)E<Xcd) dla {CL, b} 7é {C, d}
(iii) wyznacz Var(X) korzystajac z poprzedniego podpunktu
)

(iv) przy pomocy nieréwnosci Czebyszewa ogranicz P(|X — E(X)| > n)

Rozwigzanie

(i)

Zaktadamy n > 3 (dla mniejszego n jest < 1 zmiennych losowych, wiec na pewno sa niezalezne)
Oczywiscie P(X;; =0) = P(X;; =1) = %

Wezmy trzy bity Ay, As i As.

Zdarzenie (X12 =1A X13 =1A X23 = 1) wymaga Al ;é AQ,Al 7£ Ag i A2 7£ Ag, Co nie jest
mozliwe jednoczesnie.

Otrzymujemy P(X12 =1A X13 =1A X23 = 1) =0 7é é = P(Xlg = ]_)P(Xlg = ].)P(ng = ].)

Vici<j<n
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(ii)
Jesli {a,b} N {c,d} = 0 to trywialne - X, i X4 sa niezalezne.

Wpp. bez straty ogdlnosci niech a = ¢, b # d. Wartosci bitow A,, Ay, Ay sa niezalezne i z
rownym prawdopodobienstwem réwne 0 lub 1.

Oczywiécie E(Xab> = P(Xab = 1) = P(Aa 7é Ab) = % = E(Xa ) = E(de)

E(XapXad) = P(Xap = 1A Xog = 1) = P(Ay # Ay N Ay # Ay)
= P(Ay = Ag = 1|4, = 0)P(A, = 0) + P(A, = Ay = 0|A, = 1)P(4, = 1)

Skoro A,, Ay, Ag sa niezalezne, to mozna podstawi¢ wszedzie %

B(XaXaa) = () + (3) = = B(Xa) E(Xaa)

(iii)

Skoro kazda para zmiennych jest niezalezna, to wariancja sumy jest suma wariancji.

Var(| >, Xiy)= >, Var(Xy) = (Z) 111

1<i<j<n 1<i<j<n

(iv)

P(IX - E(X)[>n) <

Odpowiedz (iv)

8n
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Zadanie 12 (Kacper Poneta)

Niech X1, X5, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z tego samego rozktadu o skonczo-
nej wartosci oczekiwanej p oraz skonczonym odchyleniu standardowym o. Na bazie nieréwnosci
Czebyszewa pokaz, ze dla kazdego € > 0

lim P

n—o0

X4 Xot ..+ X,
A
n

Rozwigzanie

n

Zauwazmy, ze jest Srednig arytmetyczng zmiennych losowych X;. Zastosujmy nie-

rownos$é Czebyszewa:

Var <X1+Xz:...+xn>

2

P(’Xl—l—Xg—i—...—i—Xn

)<
n

€

Obliczmy wariancje Sredniej:

0.2

<X1+X2+...+Xn
Var
n

) = ;2 ;n:l\/ar(Xi) =

n

Podstawiajac to do nieréwnosci Czebyszewa, otrzymujemy:

X X o+ X, 2 2
P(‘ 1+ Xo+ + _M‘>€>§Oén202
n € ne

Zauwazmy, ze gdy n — oo, to T‘L’—:Q — 0. Zatem:

lim P

n—o0

Xi+Xo+... + X,
(Bt ) )
n

Odpowiedz

‘ Tak to prawda ‘

20/22


https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

PI‘Obabil Zestaw 4

Build #160
10 grudnia 2025, 08:18

Zadanie 13 (OSKIBOSKI123)

Wyznacz postaé jawna funkeji tworzacej momenty dla rozktadu jednostajnego na zbiorze [n].

Rozwigzanie
Zmienna X ma rozklad jednostajny dyskretny na zbiorze {1,2,...,n}:
1
PX=k=—- dlak=12,...,n
n
Definicja funkcji tworzacej momentéw (MGF)

My(t) = E@X) = 3 . P(X = k)

ol
—_

MX(t):Zetk —:—Z(et)k
k=1 [y
n 1— t\n 1 — nt
S et AT e G
= 1—e 1—e
1 1—e™
Mx(t)=—-¢e"-
x(®) P

Dla t = 0 otrzymujemy nieoznaczono$¢, ale z definicji:

Mx(0) = E(e"*) = E(1) =1

Odpowiedz

€t<1 _ ent
MX(t) = n(l—et))dla t 7é 07 oraz MX(O) =1.
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Zadanie 14 (Stanistaw Macura)

Wyznacz postaé jawng funkcji tworzgcej momenty dla rozktadu dwumianowego z parametrami
n i p na dwa sposoby:
1. Oblicz E[e*X] 7 definicji warto$ci oczekiwane;.

2. Skorzystaj z niezaleznosci zmiennych Bernoulliego.

Jak na podstawie funkcji tworzacej dla rozktadu wyznaczy¢ wartosé oczekiwang i wariancje
tego rozktadu?

Rozwigzanie
L B[] =30, (3)p? (1 —p) e = 527 (1) (pe!) (1= p)" = (pe' +(1=p))" = (1—p+
t\n
pe')
2. Jako, iz X jest zmienna losowa z rozkladem dwumianowym to X = X; + ... + X,
gdzie X; jest indykatorem sukcesu w i-tej prébie, a zmienne X; sa niezalezne. Wtedy
EleX] = E[e" M -+%] = E[[T1L, ] = [Ii E[e"] = [T (pe' +(1-p)) = (1—p-+pe’)"

M (£) = npe' (1~ p+ npe!) (1 — p + pe')'=
Var(X) = E[X?] - E[X]? = M (0) — M{(0)2 = np(1 — p + np) — (np)® = np(1 — p)
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