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Zadanie 1 (Wiktoria K)

Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje rozktadu Poissona na podstawie funkcji tworzacej
wyliczonej na wyktadzie.

Rozwigzanie

Niech X - zmienna losowa o rozktadzie Poissona z parametrem g

My (t) = e =D = e

korzystajac ze Wzorueuna pochodng ztozenia funkcji
M)((l)(t) _ e% Cehet . et = e%euetﬂ

M () = & -1+ pe)

E(X) = M{(0) = Lot = p

ME(0) = et (14 pn) = 2 + p

Var(X) = B(X?) — BEX)? =p’ + p—p* = p

>

Odpowiedz

EX)=Var(X)=p

Zadanie 2 (Wiktoria M)

Niech X,Y,Z beda niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie Poissona. Niech E(X) =1, E(Y) =
2,E(Z)=3.0blicz P(X+Y +Z <2).

Rozwigzanie

Skoro XY, Z to niezalezne zmienne o rozktadzie Poissona, to ich suma réowniez jest zmienng
Poissona z wartoscia oczekiwana 6(na podstawie wyktadu, jest to réwniez w ksiazce jako Lemat
5.2). A zatem:

PX+Y+7Z<2)=PX+Y+Z=0)+PX+Y+Z=1)+PX+Y +7Z=2)

Wynikiem bedzie wigc:
6_6 . 60 6_6 . 61 6_6 X 62 6
TR T TR

Odpowiedz
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Zadanie 3 (Autor/ka)

Niech X bedzie zmienna Poissona z wartoscia oczekiwana p € {1,2,...}.

(i) Pokaz, ze
Pr(X=pu+h)>Pr(X=p—h—-1) da0<h<pu-—1.

(ii) Na tej podstawie wykaz, ze
Pr(X >p) > 3.

Rozwigzanie

Dla X ~ Poisson(u) mamy
k

k) = et
Pr(X =Fk)=e Mk;!'

(i)
Dla 0 < h < p — 1 rozwazmy stosunek

R.— Pr(X = p+h) _ et [ (1 + B)! _ 21
: PT(X:M—h—l) @—u'uu—h—l/(,u_h_l)! (/vb_h)(ll—hﬁ—l)”-(,u—f—h).

Mozna to zapisa¢ jako
h

rR= ][ -

S:_h/ub‘i‘S.

Parujac czynniki dla s i —s (dla s = 1,..., h) oraz pozostawiajac czynnik s = 0, otrzymujemy

2

N R

u—s.u—i—s_/ﬂ—s?_

bo u? — s? < p?. Kazda taka para jest wiec nie mniejsza niz 1, a czynnik dla s = 0 to 1, zatem
R>1.

Stad
Pr(X=p+h)>Pr(X=p—h—-1)

dla kazdego 0 < h <y — 1, co konezy czesé (i).
(i)

Z czesci (i) dla kazdego h = 0,1,..., u—1 mamy Pr(X = p+h) > Pr(X = p—h—1). Sumujac
po h=0,...,u— 1 otrzymujemy

p—1 p—1
> Pr(X=p+h)>) Pr(X=p—h-1).
h=0 h=0

Lewa suma to czes¢ masy rozktadu od p wzwyz, prawa zas — od 0 do p — 1. Zatem

Pr(X >pu)>Pr(X <pu-—1).
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Poniewaz
1=Pr(X >p) +Pr(X <pu-1),

otrzymujemy

Pr(X > p) >

N | —

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz ‘

Zadanie 4 (Pavlo Tsikalyshyn)

Niech zmienna losowa Xi(m) oznacza liczbe kul w i-tym kubetku, przy zatozeniu, ze rzucamy

m kul do n kubetkéw w sposob jednostajny i niezalezny. Niech zmienne Yl(m), e ,Yn(m) beda
niezaleznymi zmiennymi z rozkladu Poissona o sredniej ™. Podczas wyktadu widzielismy, ze
dla kazdej nieujemnej funkcji f zachodzi

B( (H, . yim)) = B (f (X0, X)) P (Z":Yim) :m> |

(i) Pokaz, ze jesli E(f(le), ..., X[™)) jest rosnaca wzgledem m, to przy zalozeniu nieujem-
nosci f zachodzi:

B (e ) 2 B (7 (X7 X)) P (20 2 )
i=1

(ii) Wykaz, ze jesli E(f(Xfm), ..., X{m)) jest malejaca wzgledem m, t

E(f (Xl(m),...,X,(Lm))) <2 E(f (Yl(m>,...,y,§m>)).

Rozwigzanie

(i)
E(f (™, vm)) :];JE (f (v™, .y \znjyi = k) P (iy}m) — k) _

=Y E(r(x®,. xE))p (inf’") - k) >y B(f(xP.... x®)) P (znjyiw _ k)
k=0 i=1

Z tego ze funkcja jest rosngca mamy ze:

S E(f (Xl(k),...,Xff)»P( VAR :k) > > E(f (Xfm),...,xgm))P(zanfm) :k;> —
k=m

n
= k=m

=1

=B (f(x{™,.. xm) P (znj NAURIDS m)
=1
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(ii) Tak samo jak w poprzednim mozemy udowodnié¢ ze

E(f (™, v = B(F (X, xM) P (znjyf’“) < m>

Zadanie 5 (Filip Manijak)

Niech X bedzie zmienna losowa z rozktadu Poissona o wartosci oczekiwanej E(X) = p. Zmienna
X reprezentuje liczbe btedow w pewnej ksigzce. Kazdy blad jest niezaleznie od pozostatych
bledem gramatycznym z prawdopodobienstwem p albo leksykalnym z prawdopodobienstwem
1 — p. Niech Y okresla liczbe btedéw gramatycznych, zas Z liczbe bledéw leksykalnych (X =
Y + 7). Pokaz, ze Y jest zmienna losowa z rozktadu Poissona o wartosci oczekiwanej pp, za$
7 jest zmienna losowa z rozktadu Poissona o wartosci oczekiwanej (1 — p)u. Dodatkowo pokaz,
ze zmienne Y oraz Z sa niezalezne.

Rozwigzanie

Okej, no to policzmy te rozktady (policze P(Y = k), drugi jest anal).

P(Y =k) = i_oj ui:!_u (Z)pk(l —p)"

Czyli, liczymy prawdopdobienstwo ze X = ¢ a potem, liczymy jakie jest prawdopodobienstwo
ze doktadnie k z tych ¢ btedéw sg naszymi btedami.

00 ,uie—u i . ik e—upkzﬂk 00 Mz_k(l _ p>i—k
V=k=2"7 (k)p S X i)

_ ettt & (L —p)" e (up)*
kK= (n)! k!
Ostatnie przejscie, to po prostu zastosowanie wzoru na e. Czyli istotnie Y i analogicznie Z to

zmienne z rozktadu Poissona. Zostalo jeszcze wykazaé ze sg niezalezne. Aby Y =k i Z = m,
musi by¢ X = k 4+ m, zatem:

PY =k, Z=m) :P(X:k+m)<k_;m>pk(1_p)m

e Pkt [k +m\ m
(k+m)!< k )p (L=p)"
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kE+m\ _ (k+m)! .
k >_ Km) o MaIy:

Poniewaz (
k+m
W

k!m!pk(l —p)

PY =kZ=m)=¢*

Teraz rozbijmy to na iloczyn dwoch sktadnikéw:

P(Y =k Z=m)= (wp (“PV“) (e—uu—mW—W”)

m!
=P =k)P(Z=m).

Czyli zmienne sa niezalezne.

Zadanie 6 (Kuba Sulkowski)

Rzucamy m kul w sposob jednostajny i niezalezny do n urn, ponumerowanych 0,...,n — 1.
Méwimy, ze w indeksie ¢ jest k-luka, jesli wszystkie urny o indeksach ¢,i +1,...,i+k — 1 sa
puste.

(i) Wyznacz wartosé oczekiwana liczby k-luk.

(ii) Wyznacz nieréwno$é¢ Czernowa dla liczby k-luk.

Rozwigzanie (i)

Niech indykator X; oznacza, czy w miejscu ¢ mamy k-luke, czyli X; = 1 iff wszystkie urny
t,...,1+ k — 1 sa puste.

EX)=P(X;=1) = (”T_k)m - kazda z m kul musiata trafi¢ w inne miejsce
Mamy (n — k + 1) mozliwych indekséw w ktorych bedzie k-luka - 0,1,...,n — k

7 liniowosci wartosci oczekiwanej

n

E<T§XZ> ZSE(XO —(n—k+1EX)=Mn—k+1) (n—k)m

Rozwigzanie (ii)

Przyjmijmy kilka oznaczen.

X =Y F X, - liczba k-luk

p=EX)=n—k+1)(=k)"

B = (zg,21,...,Ty_1) - losowa tupla z modelu n urn i m kul

P = (Yo,¥1,.-.,Yn—1) - niezalezne zmienne o rozktadzie Poissona z wspétczynnikiem ™
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7B oraz ZP beda zmiennymi losowymi, oznaczajacymi liczbe k-luk dla tupli z modelu 7z kulami
i z modelu Poissona.

Nasze ograniczenie nie bedzie szczegdlnie doktadne, wiec mozemy zignorowaé podtogi i sufity i
dziataé¢ bezposrednio na utamkach.

Zgodnie z naszymi oznaczeniami:

ZB = Zch7 Hen-1) leJer

)

Zzp — Z (Y05 sYn—1) Zszr]k
I
E(ZP)="C
(z) =~
Ustalmy funkcje g - czy na konkretnym modulo (0 mod k) mamy wiecej niz oczekiwane k-luk

1 Zé(ao,..‘,an—l)) > (1 + 5)%
0 wpp

9((ag, .., an-1)) = {
Zauwazmy, ze g jest monotoniczne - zmniejszajac liczbe kul mozemy jedynie zwiekszy¢ liczbe
k-luk. Z twierdzenia z wyktadu dla funkcji monotonicznych (Theorem 5.10 w P&C) mamy:

P (28> (1+0)k) = BlgGen, . 201) < Blglun, -0 1)) -2

Z? jest tak skonstruowane, ze te k-luki sg od siebie niezalezne - rozwazamy k-luki na pozycjach
modulo k, wiec sg roztaczne. Mozna traktowaé Z7 jako % niezaleznych prob Bernoulliego, a

wtedy skorzystaé¢ z lematu sprzed kilku zaje¢ (Theorem 4.4 w P&C)

i 8 L2
E(Q(?Joa---,yn1)):P<Zg2(1+5)k>§6 3 :exp( : )

(od tego miejsca dla czytelnodci bede pisal exp(t) zamiast ef)

Aby ograniczy¢ X (liczbe wszystkich k-luk) uzyjemy upper bounda

k—1

U{zr=0 ”)Z}) <P (28> 1+ 0)F)

1=0

P(X > (1+6)E(X)) <P (

z T
<2/{:~P(Z§>(l+5)k) <2/{:~exp< k3 >

Liczac lewe ograniczenie postepujemy analogicznie. Warto zwréci¢ uwage, ze w Theorem 4.5
mamy inny mianownik w wyktadniku

o/
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k—1

U{Zf<<1_®Z}><w”ff?§<(1_&g)

=0

P(X < (1-8)B(X)) <P (

1 “5°
<2k-P<Z§<(1—5)k><2k-exp< k2 )

Notatka od autora: Iterowanie si¢ po utamkach w tym zadaniu jest catkowicie nieformalne. Taka jednak metoda zostala zaprezentowana w czasie zajgé

i taka bedzie oczekiwana, gdyby podobne zadanie ewentualnie pojawito si¢ w czasie kolokwium.

Odpowiedz

i) |(n—k+1) (”_k>m

n

Zadanie 7 (Olek Wieczorek)

Otrzymujemy w prezencie X kul, gdzie X ma rozktad Poissona z parametrem 2022. Dla kaz-
dej kuli rzucamy szescioscienna kostka. Jesli wyrzuciliémy 1, to malujemy kule na biato. Jesli
wyrzuciliémy 2, to malujemy kule na czarno. Jesli zas wyrzuciliémy co$ innego, to wyrzucamy
kule do $mieci.

(i) Z jakim prawdopodobiefistwem bedziemy mieé¢ wiecej czarnych kul niz biatych?

(ii) Jaki jest rozktad liczby czarnych kul przy zatozeniu, ze nie uzyskaliSmy zadnej biatej kuli?
(iii) Jaka jest oczekiwana liczba biatych kul przy zalozeniu, ze czarnych kul jest dwa razy wiecej
od biatych?

Rozwigzanie

Problem jest bardzo podobny do tego z zadania 5. Bede uzywat wnioskow tego zadania jako
blackboxa i oznaczal to gwiazdka (*)

Rozbijmy problem na prostszy, aby sprawnie policzy¢ wszystkie podpunkty. Rozbijmy najpierw
zmienng X.

X' — kule ktére zostawiamy

W — kule ktére wyrzucamy

Zostawiamy kule, jesli wyrzucimy 1 lub 2 (z p = 1).

Z (*) X’ ma rozklad Poissona z parametrem %22 = 674. Wynik W nie bedzie nas dalej intere-
sowat.
Analogicznie rozbijamy X’:

C — kule ktére pomalowano na czarno
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B — kule ktore pomalowano na biato

Zauwazmy, ze zostawiona kula z prawdopodobienstwem % bedzie biata, albo bedzie czarna z
takim samym prawdopodobienstwem.

Jeszcze raz z (*) B oraz C sg zmiennymi Poissona z parametrem 6;4 = 337, co wiecej te zmienne
sa niezalezne (réwniez z (*)). Majac to wszystko mozemy przej$¢ do podpunktow.

(i) Z jakim prawdopodobiefistwem bedziemy mieé¢ wiecej czarnych kul niz biatych?
Wystarczy policzyé P(B > C'). Zauwazmy, ze jako, ze te zmienne maja ten sam rozktad to

mamy symetrycznie P(B > C) = P(C' > B). Stad dostaniemy P(B > C) = %

o0

:iP(B:nﬂC:n):ZP(B:n)-P(C’:n):

5 (e‘337(337)”>2

o n!
Stad mamy odpowiedz:
e=337(337)" ) 2
- S (™)
2

(ii) Jaki jest rozktad liczby czarnych kul przy zatozeniu, ze nie uzyskaliSmy zadnej biatej kuli?
Liczymy P(C|B = 0) z definicji

P(B>C)=

P(C=kNnB=0) P(C=k)-P(B=0)
P(B=0) B P(B=0)

P(C=k|B=0)= — P(C = k)

Rozktad jest taki sam jak dla samej zmiennej C (warunek sie skraca z niezaleznosci), czyli:

67337 (337k)

P(C = k) = —

(iii) Jaka jest oczekiwana liczba biatych kul przy zalozeniu, ze czarnych kul jest dwa razy wiecej
od biatych? Liczymy wartos¢ oczekiwang z definicji:
S kP(B=kEnNC =2k)

E(B|C =2B) = i_o: kEP(B =k|C =2B) = kz_: P(C = 2B) =

~ kP(B =k)- P(C = 2k)
2o P(B =) P(C=2j)

To juz nam si¢ tak tadnie nie skréci. Mozemy jedynie podstawi¢ wzoér na rozktad Poissona:

k67337(337k) 67337(3372]6)

— ! (2k)!
E<B’C = QB) Z Z e 357(3373) —337(3372j) =
k (25)!
00 (3373F)
2= k E!(2k)!
oo (33737)
J=0 51(27)!
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Odpowiedz
S P(QB e)
(ii) P(C = k)

(i) YiokP(B=k)-P(C=2k)
oo P(B = j) - P(C = 2j)

Zadanie 8 (Dominik)

Dostaliémy od Swietego Mikotaja 5 bialych kul, gdzie B jest zmienna o rozktadzie Poissona z
parametrem p = 2023.

Kazda kula z prawdopodobienstwem p (0 < p < 1) jest pomalowana na czerwono niezaleznie od
innych kul. Niech (' bedzie zmienna losowa oznaczajaca liczbe czerwonych kul w tym momencie.

Kazda czerwona kula z prawdopodobienstwem p jest pomalowana na niebiesko niezaleznie od
innych kul. Niech D bedzie zmienng losows oznaczajaca liczbe niebieskich kul w tym momencie.

Kazda niebieska kula z prawdopodobienstwem p jest niezaleznie od innych
kul. Niech /' bedzie zmienng losows oznaczajaca liczbe zottych kul w tym momencie.

1. Dlap=J1— 218233 sprawdz, czy wartos¢ P(53 > /') jest wieksza, mniejsza, czy réwna %

2. Dla jakiego p warto$é¢ oczekiwana /~ jest roéwna 17

3. Znajdz E[/ | B] 1 E[B | ~].

Rozwigzanie podpunktu

P(B > I') to prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze nie wszystkie kule zostaly
(a wiec wezesniej tez na czerwono i na niebiesko).

Policzmy prawdopodobiefistwo zdarzenia przeciwnego, czyli P(B = ).

P(B=1)=> P(B=1INB=1)
=0
=Y P(B="F|B=i)-P(B=i)
=0
W sumowanym wyrazeniu P(B = /' | B = i) to prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze wszystkie
z 1 wylosowanych kul zostaly pokolorowane na czerwono, na niebiesko i , wiec:
P(B=1|B=1)=p*
e_ll/ . IU/Z

B ma rozktad Poissona, wigc P(B =1i) = 5
il
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Podstawmy te warto$ci w powyzszej rownosci i przeksztatémy ja tak, aby po prawej stronie
znalezé prawdopodobiefistwo wartoéci w rozkladzie Poissona z parametrem p? - pu:

o i e ILL’L
P(B=F)=3p" —
i=0 :
et )
= i!
i e H . @) L o=@ . (p? - )’

Powiedzmy, ze X to zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem p? - u. Wtedy:

oo —(*p) . (3. )i 00
i=0 L i=0

Mamy wiec, ze P(B = 1) = @ ~Di Podstawiajac wartoéci z zadania, czyli p = /1 — m3 i
(= 2023, mamy:

3
3 In3
( 1— ) —1)-2023 1
2023 _In3 | _
P(l") = ) = €< = e 2023 2023 =€ In3 = —

9

2
zatem P(B > /) =1—P(B = ):§

Rozwigzanie podpunktu (2)

Intuicyjnym jest, ze oczekiwana liczba kul pokolorowanych bedzie iloczynem oczeki-
wanej liczby wszystkich kul i prawdopodobienstwa tego, ze dana kula zostanie pokolorowana
na z6tto, czyli: E[/] = p* - E[B]. Ponizszy fragment jedynie formalizuje te intuicje:

Niech /; to indykator zdarzenia, ze j-ta kula zostata pomalowana
Bl =P(1; =1) =p*.
W zaleznosci od wartosci zmiennej losowej B:

B
g+

=2

—_

<

Warto$¢ oczekiwana E to E[/]] = (E[ | B=1i]-P(B = z))
Obliczmy E[/ | B =i]:

E[l | B=i]=E

10/[17
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Podstawiajac te wartos¢ do E[

B jest zmienng losowa z rozktadem Poissona, wiec jej wartosé oczekiwana to E[B] = p = 2023.

E[r] 1 , 1
AbyE[/]=1:p*= ——=—— czylip= :
y E[/] P =EE T w0 PP am

Rozwigzanie podpunktu (3)
Czes¢ pierwsza: E[/ | 5]
E[/ | B] jest funkcja E[/ | B]: R — R zdefiniowana jako:
E[£ | Bl(i) :== E[/ | B =1].
Warto$é¢ B[/ | B = 4] policzyliémy juz w podpunkcie (2)).
Dla i € N: E[/ | B](z) =i - p*, dla pozostatych i E[/ | B](i) = 0, bo P(B =1) = 0.

Czes¢ druga: E[B | /]

E[B | I~ = 1] to oczekiwana liczba wszystkich kul zaktadajac, ze i sposréd tych kul zostalo
pokolorowanych
Mogloby sie wydawacé, ze E[B | /' =] =i -p~3, ale tak nie jest, bo E[B | /' = 0] > 0.

PrzeprowadZzmy inne do$wiadczenie losowe. Losujemy niezaleznie:
o Pewng liczbe / z6ttych kul, gdzie /' ma rozklad Poissona z parametrem ju; = u - p°.

e Pewng liczbe F' kul w innych kolorach, gdzie /' ma rozktad Poissona z parametrem pp =
pe(1=p°).
Zmienna losowa 5 to liczba wszystkich kul, wiec B = /' + F'.

Lematu z wykladu: Suma zmiennych o rozktadzie Poissona z parametrami p; i ps jest
zmienng o rozktadzie Poissona z parametrem gy + po.

Blef alert: ,Utozsamianie zmiennych” ponizej wymaga lepszego dowodu. Uzywamy tutaj
zwiazku zmiennych o rozkladzie Poissona ze zmiennymi o rozktadzie dwumianowym, ale ja
ten zwigzek niezbyt rozumiem.

Na mocy tego lematu 5 jest zmienna o rozktadzie Poissona z parametrem p, + pp = p, co
zgadza sie z B z tredci zadania — utozsammy te zmienne ze sobg.

Dla ustalonego 53 zmienna /' ma rozktad dwumianowy z parametrem p?, co réwniez jest zgodne
z rozktadem /' z tresci zadania, wiec je takze mozemy utozsamic.
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Zmienne /i I' sg niezalezne, wigc E[F' | I/ =4 = E[F| = ur = - (1 — p?).

E[B| I =1 =i+ u(l—p*) =i+2023-(1—p°).
Ponownie z definicji E[B | /](i) = E[B | I© = i] dostajemy odpowiedZ.

Odpowiedz

2
Podpunkt ([I)): |P(B > 1) = 3|

Podpunkt :

B-p* gdy B €N,
0 wpp.

Podpunkt 3): |E[/ | B](B) = {

2023 - (1 — p? d N
oraz |E[B | £]( ):{O+ (1=p) edy L eN,

Zadanie 9

Przeczytaj Sekcje 5.5.1 Chain Hashing i 5.5.2 Hashing: Bit Strings (przyklad zastosowania
modelu kul i urn).
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Zadanie 10 (Kacper Orszulak)

Rozwiaz Zadanie 5.22 7z ksiazki.
Uwaga: w podpunkcie (b) powinno byé¢ |log n]| zamiast log n.

Excercise 5.22 (P&C 2nd Edition): In hashing with open addressing, the hash table is
implemented as an array and there are no linked lists or chaining. Each entry in the array
either contains one hashed item or is empty. The hash function defines, for each key k, a
probe sequence h(k,0), h(k,1),... of table locations. To insert the key k, we first examine the
sequence of table locations in the order defined by the key’s probe sequence until we find an
empty location; then we insert the item at that position. When searching for an item in the
hash table, we examine the sequence of table locations in the order defined by the key’s probe
sequence until either the item is found or we have found an empty location in the sequence. If
an empty location is found, this means the item is not present in the table.

An open-address hash table with 2n entries is used to store n items. Assume that the table
location h(k, j) is uniform over the 2n possible table locations and that all h(k, 7) are indepen-
dent.

(a) Show that, under these conditions, the probability of an insertion requiring more than k
probes is at most 27,

(b) Show that, for i = 1,2,...,n, the probability that the ith insertion requires more than
2 |log n] probes is at most 1/n?.

Let the random variable X; denote the number of probes required by the ith insertion. You have
shown in part (b) that Pr(X; > 2 |log n]) < 1/n% Let the random variable X = maz;<j<,X;
denote the maximum number of probes required by any of the n insertions.

(c) Show that Pr(X > 2 |[logn]) < 1/n.
(d) Show that the expected length of the longest probe sequence is E[X]| = O(log n).

Rozwigzanie

(a)

Zalézmy pesymistycznie, ze n komoérek tablicy jest juz zajete. Prawdopodobienstwo, ze dowolna
komorka jest zajeta jest réwne zatem (1 — p) = HL/Q = % (w ogélnodci oczywiscie (1 — p) < %)
Jest tak dlatego, poniewaz kazda komorka wystepuje w ciagu h(k, x) z réwnym prawdopodo-
bienstwem, a co za tym idzie, jezeli wstawiamy -ty element do tablicy, to ¢« — 1 elementow
jest zajetych, a skoro wybieramy pierwsza niezajeta komoérke w ciagu h(k,x*), to z réwnym

prawdopodobienstwem bedzie to dowolna niezajeta komérka.
Z tego powodu X; (definicja wyzej) ma rozklad geometryczny. Dostajemy

(1-p)<3

PX;=k)=(1—-pr'p < 5, acozatymidzie P(X; > k) = (1—p)* < 5. O
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(b)
Korzystamy z podpunktu (a) dla k := 2|log n|. Dostajemy P(X; > 2[log|n) < smmzmy <
ST = - 0
(c)
Obserwacja. Dla dowolnego k
Union Bound (&) n
PXzk)=P(J Xizk) < Y PXi>k) <
ze[n] i€[n]
W szczegdlnosei dla k := 2|log n|:
(b) 1
P(X >2llogn]) <n- 5= 1/n.
O
(d)
Niech T :=2|log n|.
:Z Lemma2QZPX>k)
=1 k=1
T
=Y P(X>k)+ Z P(X > k)
k=1 k=T+1
T
> PX>k)<T - P(X>T)<T-1=T=0(log n)
k=1
i Obserwacja X n
> P T s L
k=T+1 k=T+1
=1
k=T+1
B 1 1
“or T 12
1
=21 llogarel
1 1
<2n.-—5=-
"oz T n
Sumarycznie dostajemy
1
E[X] = O(log n) + — = O(log n).
n
O
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Zadanie 11(Mateusz Wojaczek)

Przeczytaj Sekcje 5.6.1 Random Graph Models (modele losowych graféw, podobienstwo do
modelu kul i urn). Wypowiedz i udowodnij Lemat 5.14 dla malejacych wtasnosci grafow.

Rozwigzanie

Graf jest monotonicznie malejacy, dla dowolnych wtasciwosci, gdy zachodzi dla

G=(V,E),
to zachodzi tez dla

G = (Vv El)?
gdzie E' C E.
Niech:

P(n, N) — prawdopodobietistwo, ze wlasnos¢ zachodzi dla grafu G, v,

P(n,p) — prawdopodobienistwo, ze wlasno$¢ zachodzi dla grafu G,, .

Niech

dla 0 <e< 1.

Lemat. Dla monotonicznie malejacych graféw wtasciwosci zachodzi:

P(n,er) — e oW) < P(n; N) < P(n,pf) + e~ OWN).

(i) Dowéd: P(n,pT) — e W) < P(n, N)

Niech X bedzie zmienng losows oznaczajacy liczbe krawedzi w grafie Gy, ,+.

P(n,p*) =Y P(n,k) - Pr(X = k).

Rozbijamy sume:

P(n,p™)= > P(n,k)Pr(X =k)+ > P(n,k)Pr(X = k).

k<N k>N

Dla monotonicznie malejacych wlasnosci mamy, ze P(n, k) < P(n,N) dla k > N, zatem

P(n,pt) <Pr(X < N)+ P(n,N)Pr(X > N) <Pr(X < N) + P(n, N).
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Ponadto:
]_ €)e2
Pr(X < N) = Pr (X <o IE[X]) < Pr (X <(1+ ;)E[X]> < o o),
€
Zatem:
P(n,p*) < P(n,N)+e 9",
czyli

P(n,p*) — e OW) < P(n, N).
ckd

(ii) Dowéd: P(n, N) < P(n,p~) 4+ e W)
Niech X bedzie zmienng losowy liczby krawedzi w grafie G, ,-.
(3)
P(n,p~) =Y _P(nk)Pr(X =k)= > P(nk)Pr(X =k)+ > P(n, k)Pr(X =k).
k=0 k<N k>N
Z monotoniczno$ci mamy:
P(n,p~) > P(n,N)Pr(X <N)> P(n,N) —Pr(X > N).

7 kolei:
1

— €

7(176)621\] 7O(N)
Pr(X > N)=Pr X>1 E[X]) <Pr(X > (1+¢E[X]) <e 3 =e :

Zatem:
P(n,p~) > P(n,N) — e "),

czyli
P(n,N) < P(n,p~) 4+ e 9™,

ckd
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Zadanie 12 (Kacper Poneta)

Dla jakiego p € [0, 1] oczekiwana liczba kopii podgrafu indukowanego K33 w grafie G wylosowa-
nym z modelu G,, , (definicja w ksiazce) jest najwieksza? Mozesz zatozy¢, ze n jest wystarczajaco
duze, wynik moze zaleze¢ od n.

Rozwigzanie

Niech G ~ G, bedzie grafem losowym w modelu Erdésa—Rényiego, tzn. grafem prostym o n
wierzchotkach, w ktérym kazda z (g) mozliwych krawedzi jest niezaleznie obecna z prawdopo-
dobienstwem p € [0, 1].

Oznaczmy przez X liczbe kopii podgrafu indukowanego izomorficznego z K33 w G. Dla ustalo-
nego zbioru 6 wierzchotkéw, prawdopodobienstwo, ze podgraf indukowany na nich jest doktad-
nie K33, wynosi

pg(l - p)67
poniewaz K33 ma 9 krawedzi (miedzy czeSciami dwudzielnymi) i 6 niekrawedzi (wewnatrz
czedei).

Liczba réznych uporzadkowanych podzialéw 6 wierzchotkéw na dwie trojki wynosi
n\{n—3
3 3 )

ale kazda nieuporzadkowana kopia K33 jest liczona dwa razy (zamiana czesci), wiec

EX = ;(Z) <n 3 3) pP’(1-p)°=10 (Z) p’(1-p)°.

Dla ustalonego n maksymalizujemy funkcje

flp)=p"(1—p)°.

Liczac pochodng logarytmu:

—Inf(p)=--—=0 = 91-p)=06p = ng

Zatem oczekiwana liczba kopii indukowanego K33 w grafie G,,, jest najwicksza dla

_3
p=

s =0(l) () (2)

Warto$¢ maksymalna to

Odpowiedz
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