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Zadanie 1 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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Zadanie 2 (Hubert Jastrzebski)

Poruszasz si¢ miedzy domem a biurem. Pewnego razu kupites cztery parasole, ktore potozytes w
domu przy wejséciu. Przyjmijmy nastepnie, ze kazdego dnia (zaczynajac od Dnia 0) wychodzisz
rano z domu do biura i po potudniu wychodzisz z biura do domu. Przed kazdym takim wyj$ciem:
jesli w danym momencie pada deszcz i jesli masz jeden z parasoli w swojej lokalizacji, to bierzesz
parasol, chronisz si¢ przed deszczem i odktadasz parasol w docelowej lokalizacji.

Zatézmy, ze w kazdym momencie prawdopodobienstwo tego, ze pada wynosi p. Dla kazdego
n € N, niech Xy, bedzie zmienna losowa okreslajaca liczbe parasoli w domu w Dniu n-tym
rano przed Twoim wyjéciem i niech X5, .1 bedzie zmienna losows okreslajaca liczbe parasoli w
biurze w Dniu n-tym w czasie Twojej pracy.

1. Czy (X, )nen jest tancuchem Markowa?

2. Jedli odpowiedzial-a$/-e$ na (i) tak, to czy ten tancuch ma rozktad stacjonarny? Jesli tak,
to oblicz ten rozktad.

3. Dla n € N, niech A,, bedzie zdarzeniem, ze n-tego dnia zmokt-as/-es: to jest wychodzac z

domu lub pézniej wychodzac z pracy padal deszcz, a Ty nie miat-as/-es parasola. Oblicz
lim,, o P(Ay).

4. Jesli mieszkasz w Szkocji, gdzie p = 0.6, ile potrzebujesz kupi¢ parasoli na starcie, aby
lim,, o P(A,) < 0.17

Rozwigzanie

Podpunkt 1. Jak wida¢, jest to tancuch Markowa. Koniec.
A troche doktadniejsze wyttumaczenie:

Kazdy z tych wierzchotkéw (0), (1), (2),(3), (4) to liczba parasoli, ktére sa w naszej lokalizacji.
Czyli zaczynamy od stanu (4) i jesli nie pada deszcz, to nie bierzemy parasola i idziemy do
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biura w ktérym jest 4 — 4 = 0 parasoli (stan (0)). Jesli natomiast pada deszcz, to bierzemy
parasol i idziemy do biura w ktérym jest 4 —4 + 1 = 1 parasol (stan (1)). Analogicznie dla
innych stanéw; jesli jesteSmy w (k) i pada, to bierzemy parasol i zwiekszamy liczbe w tej drugie;
lokazliacji (gdzie jest 4 — k + 1 parasoli), a jesli nie pada to nie bierzemy i jest 4 — k parasoli.

Dany stan zalezy tylko od poprzedniego, bo nie obchodzi nas, czy jesteSmy w domu, czy w
biurze, tylko to ile mamy koto siebie parasoli.

Podpunkt 2. Ma rozktad stacjonarny. Mozemy to policzy¢ na dwa sposoby:
Sposéb 1.

Aby znalez¢ rozktad stacjonarny, musimy rozwigzaé¢ rownanie 7P = m, gdzie P to macierz
przejscia, a m = (mg, 71, 7o, T3, m4) to wektor rozkladu stacjonarnego.

Macierz przejscia P jest nastepujaca:

0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 1

p_ 1 0 0 0 1—p p
2 0 0 1—-p p 0

3 0 1—p »p 0 0

4 1—-p p 0 0 0

mi(1—p) = (1)
m(l—p)+mp=m  (2)
mo(1 —p) + m3p = o (3)
m (1 —p) + mop = 73 (4)
o + TP = Ty (5)
Zizo T =1 (6)

Z réwnania (3) otrzymujemy mo(1 — (1 — p)) = m3p = m = m3. Podstawiajac to do (4)
mamy 7(1 — p) + mp = M = m = me. Nastepnie z (2), wiedzac ze w3 = m, mamy
7T1(1 —p) +7r4p =T —=> T4 = T1.

Mamy wiec réwnosé stanéw: m = my = w3 = 7. Z réwnania (1) wyznaczamy mo: mp = (1 —p)my.

Podstawiamy do warunku sumowania (6):

1
(1—p)7r4—|—47r4:1:7?4(1—p+4):1:7r4:57
-D
Ostatecznie:
1—0p 1
Tg=——, M =Ty =TM3=7T4=——
0=F=y ™ 2 3 =5,

Sposdb 2. (ten nieszczesny)

Skorzystamy z Global balance equationl.
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Dla dowolnego podzbioru stanéw X C S:

> ( > pw) =5 (1 %)

reX y¢xX y¢xX reX

Wyplyw z X Wptyw do X

<= m jest rozkltadem stacjonarnym

Zauwazmy jednak, ze nie musimy sprawdzaé¢ wszystkich podzbioréw S. Jesli sprawdzimy tylko
singletony, to wystarczy, poniewaz dla dowolnego podzbioru X mozemy rozbi¢ sume na sumy
po singletonach.

Jeszcze tylko przypomnijmy, ze p,, to prawdopodobienistwo przejscia ze stanu x do stanu y (nie
pamietam, czy na wykladzie bylo tak, czy na odwr6t?).

Sprawdzamy wiec dla kazdego stanu: Sprawdzamy wiec bilans przepltywu (wychodzace poza
stan = wchodzace spoza stanu) dla kazdego stanu:

Dla X = {0}: 7w - (1) =14 - (1 — p)
Dla X = {1}: m; - (1)
p
(1

m3-(1—p)+my-p

=~ W =

Dla X ={2}: mg-p=mg-p (nie liczymy po zadnej stronie 2 — 2 !)
DlaX={3}:m-(1)=m-(1—p)+m-p
5. Dla X ={4}:mq- (1) =mo- (1) +m-p

Podobnie jak w Sposobie 1, rozwigzujac te rownania wraz z warunkiem sumowania, otrzymu-
jemy ten sam rozktad stacjonarny.

Podpunkt 3. Zdarzenie A, zachodzi, gdy pada deszcz i nie mamy parasola w domu lub w
biurze.

Trzeba pamietaé, ze dzien sklada sie z dwéch wyjsé: z domu do biura i z biura do domu!
Czyli A, = {(X2, =0A pada )V (X1 =0A pada )}

Zauwazmy tez, ze te zdarzenia sg roztaczne. Jest tak, poniewaz liczba parasoli w domu i w
biurze sumuje sie do 4, wiec jesli zmokne rano, to nie zmokne po potudniu nawet jak bedzie
padaé deszcz. Zatem:

P(A,) = P(Xs, =0A pada) + P(X3,+1 =0 A pada)

=p-mo+p-mg=2pmy,dlan — o0

Czemu p - my? Bo liczymy granice, a po dhugim czasie zawsze rozktad zbliza sie do rozktadu
stacjonarnego. Natomiast w stanie stacjonarnym P(X,, = k) = 1, dla kazdego n.

lim P(Ay) =2 (p-mo) = "5-p

Podpunkt 4.
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Uogolniamy wzér na 7 dla N parasoli.

Zauwazmy, ze do stanu (0) mozemy przejsé tylko ze stanu (N) gdy nie pada, tak wiec
mo = (1 —p)my

Mozemy udowodni¢ tez, ze dla takiego mg oraz my = m = ... = my = x, 7 jest rozktadem
stacjonarnym. Wystarczy skorzysta¢ z global balance equation dla singletonéw, podobnie jak
w Podpunkcie 2:

Dla kazdego k € {1,2,..., N — 1} rozwazamy stan X = {k}:
T =N-k (1 —p) + TN—fs1 P

r=z-(1—p)+a-p
x = x co jest prawdziwe

Tak wiec dla kazdego k od 1 do N —1 réwnanie jest spetnione. Dla £ = 0 mamy juz udowodnione,
a dla k = N rozwazamy stan X = {N}:

TN =To+ T D

r=(-pta-p

x = x co jest prawdziwe

Tak wiec jest to rzeczywiscie poprawny rozktad stacjonarny. Wiemy, ze sumuje sie do 1, wiec
mozemy wyznaczy¢ x:
(1-pz+N-z=1
1
r=—-—"
N+1-p

Dzigki temu mozemy policzy¢ ogdlny wzoér na prawdopodobienstwo zmokniecia w ciggu dnia:

Pt = 0

Dla Szkocji (p = 0.6) szukamy N, aby wynik byl < 0.1:

2-06-04
N+0.4
0.48
N+04

< 0.1

<0.1 [-10(N +0.4)

48 < N+04
N >44

Najmniejsza liczba naturalng jest N = 5.
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Odpowiedz

(1) Tak, jest to tanicuch Markowa.
1-— 1 1 1 1
(2) Tak; m = p’ ; ; ;
S=pd=pd5-—pSd5-p5d-p

(3) Jim P(4,) = W

(4) 5 parasoli

Zadanie 3 Patryk

Udowodnij, ze jezeli jeden ze stanéw w danej klasie relacji skomunikowania jest stanem powra-
cajacym, to wszystkie stany w tej klasie sa powracajace.
Rozwigzanie

Tak naprawde cata intuicja jest taka ze, skoro rozpatrujemy dang klase skomunikowania to
zachodzi: V; ji <= j oraz j < 4. Zalézmy ze wiemy, ze stanem powracajacym jest . Teraz skoro
to jest klasa skomunikowania to jak wezmiemy jaki$ stan x to zachodzi i < x, ale ze wzgledu
na klase skomunikowania zachodzi réwniez x < i. Zatem zauwazmy ze skoro istnieje Sciezka z
1 do 7 przez x oraz 1 jest powracajacy to x tez jest powracajacy.

Bardziej formalnie:

Jesli 7 1 j sa w tej samej klasie komunikacji i stan ¢ jest powracajacy, to stan j réwniez jest
powracajacy.

Poniewaz i <+ j, istnieja liczby catkowite ng, mg > 1 takie, ze

pji(ng) >0 oraz pij(mo) > 0.
Zaltozenie, ze stan ¢ jest powracajacy oznacza, ze
> piilr) = 400
r=0
Dla kazdego r > 0 zachodzi
Pij(no +1+mo) = pji(no) pi(r) pij(mo).

Sumujac obie strony po wszystkich r > 0 otrzymujemy

Zp]J > pjl nO)pzj mo z;)pm

Poniewaz p;i(ng) > 0, p;j(mo) > 0 oraz Y22 pi(r) = +00, prawa strona sumy jest réwna +oo.

Zatem -
> pjs(t) = 400,
t=0

o2
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co oznacza, ze stan j jest powracajacy.

Wymnika stad, ze kazdy stan w klasie komunikacji, ktora zawiera stan powracajacy, rowniez jest
powracajacy.

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz

Zadanie 4 (Michal)

Udowodnij, ze wskoniczonym tancuchu Markova kazdu stan powracajacy jest dodatni.

Dowod

Niech S bedzie przestrzenia stanéw tanicucha Markowa, przy czym |S| < oo (przestrzen jest
skonczona). Rozwazmy stan powracajacy i € S. Niech C bedzie klasa komunikacji, do ktérej
nalezy stan 1.

Z wtasnoéci tancuchéw Markowa wiemy, ze:
1. Klasa C jest zamknieta (prawdopodobienistwo wyjscia z niej wynosi 0).
2. Wszystkie stany w klasie C' sa powracajace.
3. Poniewaz cala przestrzen S jest skonczona, to C' C S réwniez jest zbiorem skonczonym.

Przeprowadzimy dowod nie wprost.
Zat6zmy przeciwnie, Ze stan i (a zatem i wszystkie stany w klasie C') jest powracajacy zerowy.

7 definicji stanu powracajacego zerowego wynika, ze granica prawdopodobienstw przejscia dazy
do zera, czyli dla kazdego j € C:
lim P =0

n—oo Y
dzie P oznacza prawdopodobiefistwo przeiécia ze stanu i do stanu j w n krokach.
ij

Poniewaz klasa C' jest zamknieta, w kazdym kroku n suma prawdopodobienstw przejscia ze
stanu ¢ do wszystkich stanéw tej klasy musi wynosi¢ 1:

> Py =1

jeC

Obtézmy to granica:
lim S P =1

n—00 4
jeC

Poniewaz zbiér C' jest skoriczony, mozemy zamieni¢ kolejnosé sumowania i granicy (kluczowe)

3 (hm p}ﬁ) =1
n—oo

jec
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Korzystajac z naszego zatozenia podstawiamy 0 w miejsce granicy:

> 0=1

jec

Otrzymalismy sprzecznos¢ Zatem, stan ¢« musi by¢ powracajacy dodatni. [J

Zadanie 5 (Filip Manijak)

Rozwazmy dowolny (skonczony lub nieskonczony) tancuch Markowa (X, ),>0 w ktorym wszyst-
kie stany sa w tej samej klasie skomunikowania. Udowodnij, ze jezeli jeden ze stanow jest
powracajacy dodatni, to wszystkie stany sa powracajace dodatnie.

Rozwigzanie

Oznaczmy x jako stan, ktory jest powracajacy dodatni. Wtedy zauwazmy, ze dla kazdego innego
stanu y:

ET,,) <ET,)+> T,oxk*(1—p,.)" 'py.+Elx = y] = E[T, ]+ T0o(1/psy) + Elx — ]

Ten wzoér to wartos¢ oczekiwana rozktadu geometrycznego. C' to taka liczba, zeby p,, > 0.
Czyli twierdze, ze warto$¢ oczekiwana krokéw do powrotu jest mniejsza niz suma wartosci
oczekiwanych: Dojscia do stanu powracajacego (to musi bys skoriczone, bo prawdopodobien-
stwo przejscia od x do y jest niezerowe), Wracania do stanu powracajacego, tak dtugo az nie
wylosujemy powrotu do naszego punktu i powrotu do tego punktu. Jak widac prawa strona
jest skonczona.
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Zadanie 6 (Mateusz Wojaczek)

Udowodnij, ze dla dowolnego skonczonego nieprzywiedlnego tancucha Markowa istnieja state
c>0,0 <6 <1 takie, ze dla kazdego stanu z i dla kazdego m € N; mamy:

P(T, >m) < cd™.

Rozwigzanie

Udowodnij, ze dla dowolnego skonczonego nieprzywiedlnego tancucha Markowa istnieja state
c>0,0 <6 <1 takie, ze dla kazdego stanu z i dla kazdego m € N; mamy:

P(T, > m) < cd™.

Dowdéd. Z nieprzywiedlnosci i nieokresowosci (korzystam z tego zatozenia bo Krystian pozwolit)
tancucha Markowa otrzymujemy, ze istnieje N € N takie, ze:

Vn >N, Vz,y P,,(n)>0.

W szczegblnosci:
0<a:= rgnyn P, ,(N).

Rozwazmy teraz:

IED(TZ >m) :]P)(XO#Z7X1 #27"'7Xm§£2) SP(XO7é27XN7£27X2N#27"'7XI_m/NJN%Z)'

A zatem:
BT > m) < (1-a)™N < (1 - ) = L (1))
Zatem otrzymujemy doktadnie poszukiwana postac:
P(T, > m) < cd™,
gdzie: X
c=1— §=(1—a)'/V.
Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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Zadanie 7 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz ‘

Zadanie 8 (OSBKIBOSKI123)

Udowodnij, ze jezeli x jest stanem istotnym iy jest osiagalny z x, to y jest stanem istotnym.

Rozwigzanie
Definicje. 7 definicji nieistotnosci mamy:
nieistotny (i) = 35 : (i — 7) A (J A 1),
zatem:
istotuy (i) = Vj: [(i A 4) V (5 —i)].
Zalozenia.
e 1z istotny: Vz [(x Hz2)V (2 — x)}

« Ty
Teza. y istotny: Yw {(y A w) V (w— y)}

Dowdéd. Wezmy dowolny stan w.

Przypadek 1: y /4 w.
Wtedy (y 4 w) V (w — y) jest prawdziwe.

Przypadek 2: y — w.

Zx—yiy— w wynika r — w.

Z istotnosci x dla w mamy: (z 4 w) V (w — z).

Skoro x — w, to (z /4 w) jest falszem, wiec musi zachodzi¢ w — x.

Mamy w — x oraz x — vy, stad w — .
Zatem (w — y) jest prawda, wiec alternatywa (y 4 w) V (w — y) réwniez.

W obu przypadkach formuta jest spetniona dla kazdego w, co oznacza, ze y jest istotny. [
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Zadanie 9 (Stanistaw Macura)

Udowodnij, ze w kazdym skonczonym tancuchu Markowa istnieje przynajmniej jedna klasa
komunikacji, w ktorej wszystkie stany sg istotne.

Rozwigzanie

Popatrzmy sobie na skierowany graf przej$¢ miedzy stanami. Wiemy, ze klasy komunikacji
sa silie spojnymi sktadowymi tego grafu. Rozwazmy graf po skompresowaniu silnie spojnych
sktadowych. Wiemy, ze jest on DAGiem wigc mozemy go posortowaé topologicznie. Popatrzmy
na ostatnia spojng sktadowa po tym sortowaniu. Nie ma z niej zadnej krawedzi wychodzacej
wiec z kazdego stanu ktoéry w niej jest mozemy dojsé tylko do wierzchotkéw z tej klasy i z
kazdego z nich mozemy wroéci¢ wiec wszystkie stany w tej klasie sa istotne.

11/p22)
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Zadanie 10 (Kacper Orszulak)

Udowodnij, ze jezeli 7 jest rozktadem stacjonarnym skonczonego tancucha Markowa o macierzy
przejscia P, to m,, = 0 dla wszystkich nieistotnych stanéw .

Rozwigzanie

T=7nP

Vpen m = wP"

vnEN Tyy = Z Wﬁpﬂﬂyo (TL)

z€eSs
[e's) [e's)
DT =D D TaPay,(n)
n=0 n=0zxzeSs

i_ojowyo =Y Po() 1)

zeSs n=0

Pokazemy teraz, ze Vyes > opeq Puy, (1) < 00.

Niech N := [{n > 0| X,, = yo}| = liczba wizyt w y.

3 Pup(n) =Y P(X, =yo | Xo = 1)
n=0 n=0
— E[N | X, = 4]

n=0

=Y P(N>k|X,=n2)
k=1

P, (liczba wizyt w yo co najmniej k razy)

[
hE

k=1

00
. Z 7) ( wizyta w yo ) i P ( powrd6t do yo )k—l
- T\ po skonczonej liczbie krokéw Yo \po skoniczonej liczbie krokdw

k=1

k-1

[
NE

Px(T;(; < 00) Py, (T;(; < 00)

b
Il

1
a q

Korzystajac z [zadania 7. wiemy iz ¢ < 1. Dany szereg jest zatem zbiezny:

Za-qk_1:L<oo
k=1 q—1

Pokazalismy zatem, ze RHS réwnania jest skonczone. Lewa strona zatem tez musi by¢
skonczona. LHS to nieskonczona suma pewnej stalej, zatem ta stata musi by¢ zero. Doktadniej
Ty, = 0. O

12/122)
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Zadanie 11 (Wiktoria K)

Udowodnij, ze jezeli macierz przejécia P jest symetryczna (p,, = py..), to rozklad jednostajny
jest rozktadem stacjonarnym dla P.

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie Skorzystamy z ”ogdlnej wskazowki” z zestawu:
Niech P bedzie macierzg przejscia tancucha Markowa na zbiorze stanéw S. Niech 7 bedzie
rozktadem prawdopodobienstwa na S. Latwo uzasadnié, ze jedli dla kazdego z,y € S mamy

TePxy = TyPy,x
to 7 jest rozktadem stacjonarnym.

Zauwazmy, ze m — rozklad stacjonarny (Vz,y € S m, = m,) w polaczeniu z symetrig macierzy
P implikuje réwnos$é¢, o ktérej mowa we wskazowce: dla kazdego x,y € S, zatem rozkltad
jednostajny jest rozktadem stacjonarnym dla P. CKD

Zadanie 12 (Olek Wieczorek)

Niech P bedzie macierza przejscia spaceru losowego na cyklu dtugosci 2025. Znajdz najmniejsza
warto$¢ t taka, ze p, ,(t) > 0 dla wszystkich stanéw x 1 y.

Rozwigzanie

Zauwazmy od razu, ze nasz tancuch jest nieokresowy. Z wierzchotka i krawedzia nieskierowana
mozemy si¢ wroci¢ w 2 krokach[] albo przejs¢ caty cykl w 2025 krokach, wiec

o(i) = ged(2,2025) = 1

Cykl jest spdjny, tancuch jest nieprzywiedlny , wiec kazdy wierzchotek ma okres 1.

Stad wynika, ze istnieje takie t dla ktérego Yy ypa., (t) > 0.

Dodatkowo zauwazmy, ze wybor punktu startowego x jest nieistotny - cykl mozna obrocic.
Jesli przejdziemy jakas Sciezke w k krokach to mozemy przejs¢ nig w k+2 krokach dodajac
przejscie krawedzig "tam i z powrotem'.

Jedynym problemem przejScia miedzy para wierzchotko w t krokach jest parzystos¢ t.

Dla kazdego wierzchotka y dist(z,y) ma inna parzystosé niz 2025 — dist(x,y), wiec miedzy
kazdg parg wierzchotkow istnieje najkrotsza Sciezka o kazdej parzystodci.

Wystarczy ustali¢ najmniejsze t dla ktérego wszystkie takie sciezki maja dtugosé < t.

o Aby przejs¢ z x do x w nieparzysta liczbe krokow musimy obejs¢ caly cykl, ktéry ma
dtugos¢ 2025, wiec nieparzyste t < 2025 odpada

o Aby przejé¢ z x do jego sasiada w parzysta liczbe krokéw musimy obejs¢ prawie caty cykl,
wiec najkrotsza taka Sciezka ma dtugosé 2024, wiec parzyste ¢ < 2024 réwniez odpadaja,

Uwzgledniajac oba warunki najmniejsza niewykluczong odpowiedzia jest t=2024.

lzakladam, ze miedzy kazda para sasiednich wierzcholkéw da sie przejéé w obie strony. Gdyby tak nie byto
duzo ciezej przeanalizowa¢ problem, bo takie t mogloby nie istnieé¢
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Odpowiedz

Zadanie 13 (Dominik)

Niech G bedzie skoniczonym grafem z co najmniej jedng krawedzia. Rozwazmy tancuch Mar-
kowa, gdzie przestrzen standéw Q(G) jest rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych w G. Krok
ze stanu M, do nastepnego stanu dziata nastepujaco. Losujemy jednostajnie v € V(G). Jesli
v € M;to My = M\ {v}. Jesliv ¢ M, to prébujemy doda¢ v do M;. To znaczy, jesli M;U{v}
jest zbiorem niezaleznym w G to My, = M, U {v}, a w przeciwnym przypadku M, ., = M.
Udowodnij, ze ten tancuch jest nieprzywiedlny, nieokresowy i jego rozktad stacjonarny jest
jednostajny.

Rozwigzanie

Niech n = |[V(G)|.

Nieprzywiedlnosé

Aby udowodni¢ nieprzywiedIlnosé tego tancucha musimy udowodnié, ze wszystkie pary stanow

(zbioréw niezaleznych w () sie wzajemnie komunikuja, czyli dla kazdej pary zbioréw niezalez-
nych A, B C V(G) istnieje takie k, ze P4, p(k) > 0.

Niech A = {ay,a9,...,0;} i B = {b1,ba,...,b,} to pewnie zbiory niezalezne. Nastepujacy
skoniczony cigg krokéw przechodzi ze stanu A do (), a nastepnie do B:

o Usun a; ze zbioru A. Taki krok jest mozliwy, bo zbiér niezalezny po usunigciu wierzchotka

pozostaje niezalezny, i ma prawdopodobiefistwo n=1.

o Podobnie usuwaj wierzchotki ay; do a;. Po tych krokach jesteSmy w stanie ().

e Dodaj b; do stanu ). Ten krok ma prawdopodobiefistwo n~!

o Podobnie dodawaj wierzchotki bs, . .., b,,. Kazdy z takich krokéw jest mozliwy, bo wszyst-
kie stany sa podzbiorami zbioru niezaleznego B, wigec réwniez sg zbiorami niezaleznymi.

Zatem te k + [ krokéw, kazde o prawdopodobienstwie % wystarcza, aby przej$é¢ ze stanu A do
B, wiec Pa (I +m) > n~m > 0.

Nieokresowosé

Niech A to maksymalny ze wzgledu na inkluzje zbior niezalezny w G. Z treéci zadania w G
istnieje przynajmniej jedna krawedz, a skoro A jest zbiorem niezaleznym, to ktérys z koncow
tej krawedzi, nazwijmy go v, nie nalezy do A.

Bedac w stanie A wylosowanie wierzchotka v spowoduje pozostanie w stanie A (z maksymalnosci
A), wiec: Py 4 >n"t > 0.

Definicja okresu stanu to o(v) = ged T (v), gdzie T (v) = {t € Ny | P, ,(t) > 0}.
Py a =Py a(l) >0, wiec 1 € T(v), wiec o(v) = 1. Z lematu z wyktadu:
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W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany majg ten sam okres.

W takim razie wszystkie stany maja okres 1, zatem tancuch jest nieokresowy.

Jednostajnosé rozktadu stacjonarnego

Udowodnijmy, ze macierz przejscia P tancucha Markowa z zadania jest symetryczna, czyli dla
kazdego A, B € Q(G) zachodzi Py p = Pp, 4.

o Jezeli A = B to tr.

o Jezeli A rézni sie od B doktadnie jednym wierzcholtkiem, powiedzmy B = A U {v}, to

jedynie wylosowanie v (z prawdopodobienistwem n~!) przechodzi miedzy tymi stanami.

Skoro A i B sa zbiorami niezaleznymi, to ten krok sie udaje. Zachodzi Py p = Pg 4 = n"'.

o Jezeli A rézni si¢ od B wiecej niz jednym wierzchotkiem, to P4 g = P 4 = 0, bo kazdy
krok dodaje lub usuwa co najwyzej jeden wierzchotek.

Z wiemy, ze skoro macierz przejscia P jest symetryczna, to rozklad stacjonarny jest
rozktadem jednostajnym.

Zadanie 14 (Michat)

Rozwaz spacer losowy po grafie przedstawionym na rysunku. Spacer startuje z wierzchotka A.
Rozwaz stowarzyszony z nim taricuch Markowa (X,,)nen, gdzie stanami sa wuerzchotki grafu
oraz Xy = A.

(i) Wyznacz lim,,_,o, P(X,, = A) oraz lim,_.,., P(X,, = B).

(ii) Jaka jest oczekiwana liczba odwiedzin wierzchotka B przed pierwszym powrotem do A7

Rozwigzanie podpunktu (i)

Lancuch jest skonczony, spéjny i aperiodyczny (w grafie sa trojkaty i kwadraty, wiec okres
= gcd(3,4) = 1) wiec dla kazdego puktu @ P(X,, = Q) zbiega do rozktadu stacjonarnego .
Dla losowego spaceru po grafie rozktad stacjonarny ma postac:

_ deg(v)
() = >, deg(u)’

Wierzchotki narozne majg stopien 2, pozostate pie¢ wierzchotkéw ma stopien 4. Suma stopni:
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4-245-4=28.

Wiec
deg(4) 2 1 deg(B) 4 1
A) = === B — ==
A =—g""xm 1w "B -7
Czyli:
lim P(X, = A) = — lim P(X, = B) —
g PXn=A) =35 lim PO =B)=7.

Rozwigzanie podpunktu |(ii)

Oczekiwana liczba odwiedzenn wierzchotka B przed powrotem do A to po prostu stosunek
Sredniej liczby odwiedzin B do odwiedzin A w dtugim czasie (n — o0), ktéry jest réowny:

©(B) 1/7 5
(A 1/14 T
Odpowiedz
() Jm PO, =A)= . Jm P(X,=B)=> (i) 2
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Zadanie 15 (Kamil)

Niech X, bedzie zmienng losows réwna sumie oczek w n niezaleznych rzutach sprawiedliwa
kostka. Pokaz, ze dla kazdego k € Ny zachodzi

1
711131010 P(X, jest podzielne przez k) = =

Rozwigzanie
Oznaczmy A, - zmienng losows bedaca liczbg oczek w n-tym rzucie.

Zauwazmy, ze:
Xni1 =X+ Ansr (mod k),

wiec X, tworzy tancuch Markowa ze stanami bedacymi resztami z dzielenia przez k.
Policzymy rozktad stacjonarny tego tancucha.

Prawdopodobienstwo przejscia z dowolnego stanu i do kazdego z i+ 1,i+2,...,i+6 (mod k)
jest réwne %. Macierz przejscia przyjmie wiec postac:

0 --- 07

D=
D=
[N

11
6 6

=

1 1

6 6

e}

(SN
=
[
o=

0 --- 0

o=
o=
o=
=
=
o=

1 e
6 J

Sl
o=
D=
=
D=

Réwnanie na rozktad stacjonarny 7 przyjmuje postac:
™ = P,

czyli

[m1+7mo+7m3+Ta+75+76 7]

o

T2+ myt s+ Te 7Y

G k-1
= , oraz Y m =1
: i=0

™

TO+T1+T2+T3+T4+75
| Tk—1] _0 1 263 4 a_

Jasno wida¢, ze rozwigzaniem tego uktadu jest:

7 wtasnosci rozktadu stacjonarnego wynika wiec:

lim P(X,, =4 (modk))=m =

n—oo

| =

17/122


https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

. Build #160
PI‘Obabll Zestaw 7 10 grudnia 2025, 08:18

W szczegblnosci:
1
lim P(X,, =0 (modk))=m = -

n—o0

Zadanie 16 (Kuba Sulkowski)

Mysz i kot niezaleznie od siebie przemieszczaja si¢ w sposob losowy po spdjnym, nieskierowanym
i niedwudzielnym grafie G. Niech n = |V(G)|,m = |E(G)|. Pokaz, ze O(m?*n) jest ograniczeniem
gornym na oczekiwana liczbe krokow, po ktorej dojdzie do spotkania.

Wskazowka: rozwaz taricuch Markowa na parach indekséw (a,b)

Rozwigzanie
Oznaczmy wierzcholki i krawedzie naszego grafu V i E (czyli G = (V, E)).
Zbudujemy graf H = (Vy, Ex), gdzie
o Vg =V xV - wierzchotek nowego grafu bedzie parg wierzchotkéw w oryginalnym grafie

o Ey= {{(u,v), (wat)} € (VQH): {u,w} €EEA {Uat} € E}
- krawedz nowego grafu bedzie oznaczata, ze w grafie G byty takie dwie krawedzie, ktérymi
mozna bylo przejs¢ z jednej pary wierzchotkow do drugiej.

Zauwazmy, ze spacer losowy w grafie H jest tym samym co operacja z treéci zadania. Zatézmy,
ze mysz i kot byli w wierzchotkach a i b, a po ruchu sa w ¢ i d. Szansa na to w oryginalnym
grafie to ﬁ . ﬁ (z definicji spaceru losowego).

1
dp((a,b)
dy((a, b)) jest liczba par wierzchotkéw, do ktérych mozna sie dostaé z pary (a, b), czyli doktadnie

d(a) - d(b).

Prawdopodobienstwo tych dwoch zdarzen jest identyczne.

W grafie H oznacza to przejscie z wierzchotka (a,b) do (¢, d), czyli szansa byta

Latwo zauwazy¢, ze |[Vg| = |V |- |[V| = n?
Trudniej |Ey| = %Za,bev d(a)d(b) = %ZaEV d(a) Xpey d(b) = % 22m - 2m = 2m?

ZnajdZzmy w grafie G nieparzysty cykl ¢ (graf nie jest dwudzielny).
Zatozmy, ze mysz zaczeta w wierzchotku z, a kot w y.

Niech p; oznacza spacer (Sciezke z mozliwymi powtérzeniami) dlugosci n zaczynajacy sie w z i
konczacy sie w c. Taki spacer oczywiscie istnieje. W grafie spéjnym w co najwyzej n— 1 krokach
mozna sie dosta¢ do dowolnego wierzchotka, a nastepnie mozna krazyé¢ wokot cyklu.

Analogicznie niech py oznacza spacer z x do dowolnego punktu na ¢, dhugoéci doktadnie n.

Teraz kontynuujmy spacery p; i py rownoczesnie w przeciwnych kierunkach wokét cyklu. Po co
najwyzej |c| < n krokach spacery spotkaja sie (bo ¢ mial nieparzysta dtugosé)

Zmalezlismy dwa spacery o réwnej dtugosci, nie wigkszej niz 2n, ktére koncza sie w tym sa-
mym punkcie. Te dwa spacery w grafie G mozemy potraktowac¢ jako jeden spacer w grafie H,
zaczynajacy sie w wierzchotku (z,y) € Vg, a konczacy sie w jakims$ (z, z). Oznaczmy go p.
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Skorzystamy z lematu z ¢wiczenn (Lemma 7.14): Dla krawedzi (u,v) mamy hy,, + hyo < 2|E,
gdzie h,, to oczekiwany czas osiggnigcia wierzchotka v zaczynajac w u.
Nam wystarczy h, ., < 2|E|.

Bedziemy iterowaé sie po krawedziach na Sciezce p w grafie H. Oczekiwany czas przejscia jedna
krawedzia jest z lematu co najwyzej 2| Ey|, a krawedzi jest co najwyzej 2n.

E(liczba krokéw) < |p| - 2|Ey| < 2n-2-2m?* = 8m*n = O(m*n) O

Zadanie 17 (Wiktoria Mar¢)

Rozwazmy cykl na n wierzchotkach. Startujemy w dowolnym wierzchotku. W kazdym kroku z
réwnym prawdopodobienistwem przechodzimy do jednego z sasiadéw. Jaka jest(asymptotycznie
wzgledem n) warto$¢ oczekiwana liczby krokéw do odwiedzenia wszystkich wierzchotkéw cyklu?

(i) Ograniczenie gérne

(ii) Ograniczenie dolne

(iii) A co jezeli w kazdym kroku z réwnym prawdopodobienstwem, czyli é, zostajemy lub prze-
chodzimy do jednego z sgsiadow?

Rozwigzanie

Skorzystamy z nastepujacych lematéw z ksigzki dla spaceréw losowych w grafie G-

Lemat 7.14. Dla u,v € E(G) oczekiwany czas przejscia z u do v i z powrotem do u wy-
n0si hyp + hyo < 2|E(G)]
Lemat 7.15. Czas pokrycia w grafie G jest ograniczony z gory przez 2|E|(|V] — 1).

Przez X bedziemy oznaczac liczbe krokéw potrzebna do odwiedzenia wszystkich wierzchotkow.
(i) Z lematu 7.15. mamy oszacowanie z gory: F(X) < 2|E|(|[V]|—-1)=2-2n-(n—1) = O(n?)

(ii) Mozemy skorzystaé z faktu, ze w spacerze z dwoma barierami pochtaniajacymi, 0 i n,
oczekiwana liczba krokéw do uderzenia w bariere startujac z k wynosi k(n — k)(mozna to
pokaza¢ indukcyjnie po wyprowadzeniu wzoru)

Oznaczmy X; - oczekiwana liczba krokéw od momentu odwiedzenia po raz pierwszy (i — 1)-ego
z kolei wierzchotka do odwiedzenia po raz pierwszy i-tego wierzchotka. Oczywiscie X7 = 0, i
zauwazmy, ze X = X;+...+X,,. Jednak X; mozemy rozpatrywac jako wtasnie oczekiwang liczbe
krokéw w spacerze losowym o barierach w 0 oraz ¢, poniewaz wszystkie odwiedzone dotychczas
wierzchotki sasiaduja ze soba, tworzac Sciezke dtugosci ¢ — 1, a ostatni odwiedzony jest jednym
z jej koncow(wynika ze sposobu w jaki spacerujemy po grafie) - czyli stoimy na polu 1 albo
i — 1 na tej Sciezce z barierami. Wobec tego F(X;) =(i—1)-1=17— 1.

E(X)=EX1+ ..+ X,)=E(X))+ ..+ B(X,) = Y0, (i — 1) = O(n?)

(iii) Oznaczmy oczekiwana liczbe krokéw z takim rozktadem prawdopodobienistwa jako FE(X’)
Zauwazmy ze E(X') = $E(X), a skoro E(X) = O(n?) to E(X') = O(n?)
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Odpowiedz

W kazdym z podpunktéw O(n?)

Zadanie 18 (Krzysztof Peszko)

Graf L,, nazywamy lizakiem i zdefiniowany jest nastepujaco (niech n bedzie parzyste). Wierz-
chotki {1,...,n/2} tworza klike K, /o, niech u bedzie jednym z wierzhotkéw tej kliki. Pozostate
n/2 w polaczeniu z u tworza $ciezke indukowang na n/2 + 1 wierzchotkach. Niech v bedzie
najbardziej odlegtym od kliki wierzchotkiem nalezacym do $ciezki (jedyny wierzchotek w lizaku
o stopniu 1). Pokaz, ze oczekiwany czas odwiedzenia wszystkich wierzcotkéw lizaka podczas
spaceru wynosi:

(I) 0(n?), przy zalozeniu, ze startujemy w v.

(IT) O(n3), przy zalozeniu, ze startujemy w u.

Rozwigzanie

Info na start, w dalszych rozwazan, nie bede uwzgledniat stalych prz n, wiec na przyktad,
pomimo, ze klika ma rozmiar 7, to bed¢ moéwit, ze ma rozmiar n. Poniewaz, intersuj¢ nas tylko
0, to mozna tak zrobié.

(I) Podzielmy sobie problem, na przejécie z v do u, a potem zrobienie pozostatych wierzchotkow
z kliki zaczynajac z u.

Przejscie z v do u, mozemy traktowac¢ jako jako spacer losowy z dwoma barierami. Najpierw
idziemy do sasiada v, a potem z prawdopodobienstwiem %, pojscia do u. Oznacza, to, ze ocze-
kujemy, ze n razy wrocimy do v, zanim dojdziemy do u. Poniewaz kazdy spacer ma oczekiwang
liczbe ruchéw réwng n, to oczekiwana liczba ruchéw z dojscia z v do u to n x n = n?.

Teraz zauwazamy, ze chodzenie po klice, by zaliczy¢ wszystkie wierzchotki, jest izomorficzne z
problemem kolekcjonera kuponéw. (Tutaj z gwazdka, poniewaz, nie ma szansy na powrdt do
tego samego kuponu, ale to tylko polepsza ztozonoéé, a pesymistyczng n?, dostaliémy juz weze-
$niej). Wiemy, ze potrzbujemy w oczekiwaniu nlogn ruchéw, by zaliczy¢ wszystkie wierzchotki.

Tutaj warto dodaé jeszcze jedng stato. Za kazdym razme, kiedy robimy co$ co$§ w kolekcjonerze
kuponéw, jest szansa, ze bedac w u przejdziemy na Sciezke. Bedac w u ta szansa, zeby przejsé
na Sciezke to %, natomiast, tatwo zauwazy¢, ze po pewnym szansie szansa, ze w kuponach
bedziemy w u to tez % Wiec mozemy powiedzieé, ze prawdopodobienstwo wejscia na Sciezke
jest rowne n%, co daje nam oczekiwang liczbe p6js¢ na Sciezke jako stata, o na lepszej expected
wartosci niz przejécie z v do u.

Suma kosztéw wychodzi 6(n?)

(IT) Teraz zobaczmy co sie dzieje jesli zaczynamy od u. W klice to nadal oczekiwana wartosc
ruchow to n * log(n).

Natomiast ciekawsze jest jaka jest szansa na dojscie do v. Wejscie na Sciezke ma prawdopo-

dobiefistwo =5 (wyzej opisane). Zeby doj$¢ do v szansa jest  (symetryczno$¢ z przypadkiem
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v— > u). Wigce potrzebujemy n3 ruchéw w klice i n razy pojécia po Sciezce(gdzie kazde przejscie
kosztuje n ruchéw).

n?® ruchéw w klidze majoryzuje wsyztskie pozostalte wydatki ruchéw, wiec koszt ruchéw, przed
oczekianych odwiedzeniem wszystkch wierzchotkéw to n?.

Zadanie 19 (Stanistaw Macura)

2 2 2 2 2
5 5 5 5 5

3

=)= ¢ C) win ) =i () w
3 3 3 3 3
5 5 5 5 5

Czy zadany wyzej spacer I jest nieprzywiedlnym i nieokresowym taricuchem Markowa? Czy ist-
nieje jego rozkltad stacjonarny? Na podstawie poprzednich wnioskow wywnioskuj, jaka wartosé
przyjmuje E(7.1).

Rozwigzanie

Lancuch I' jest nieprzywiedlny bo z kazdego stanu mozemy doj$¢ do kazdego. Jest tez nieokre-
sowy bo okres 0 jest réwny 1 (da sie dojsé z 0 do 0 w 1 kroku wiec ged réwna sie 1), a jako iz
jest nieprzywiedlny to okres wszystkich stanow jest identyczny.

Chcemy znales¢ rozktad stacjonarny 7. Z definicji rozktadu stacjonarnego mamy, ze:

WOZWOP(Oyo)"_ﬂ-lP(l,O):TFO%—i—ﬂ'l% E— 7'('1:%71'0

Dla i > 1:

mi =M - P(i = 1,0) +miy - P(i + 1,4) :Wi—l'%+771‘71 %

7Z tego réwnania, mozna sie domy$leé, ze jak co$ ma je spetniaé to co§ w postaci m; = mo-r?. Jak
podstawimy 7m; = Wg(g)i co sugeruje nam to pierwsze rownanie to okazuje sie ze drugie tez jest
spetnione. Pozostaje policzy¢ Y =" m; = 3m. Suma musi by¢ jeden wiec 7, = %, am = +(2)"

313
dziata jako rozklad stacjonarny.

Tej wartos$éci oczekwianej nwm jak wyliczy¢ ale chat mowi ze jest to 7% xd
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https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b
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Zadanie 20 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b
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