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Zadanie 1 (Wiktoria K)

Rozwaz dwa nastepujace procesy losowe:

(i) wylosuj jednostajnie i niezaleznie dwie wartosci z [0,1] i zwré¢ maksimum;

(ii) wylosuj jednostajnie warto$é z [0,1] i zwr6é pierwiastek wylosowanej wartosci.
Préwnaj rozktady zmiennych losowych opisujacych wyjscie tych proceséw.

Rozwigzanie

Niech Xi, X5, X3 - niezalezne zmienne o rozkltadzie jednostajnym na przedziale [0,1],
Niech Y} = max (X1, Xy), Yo = VX3, wtedy:
dla y € [0,1]

Fr(y) =PY1<y)=PX1<ynXo<y)=PX1 <y)P(Xy<y) =y
Fo(y) =P, <y) =P Xs<y)=P(X;<y’) =y

dla x <0

Fy,(z) =¢2* dlaz€[0,1]
1 dlaxz>1
dla x <0

Fy,(z) =¢2* dlaz € [0,1]
1 dlaxz>1

Zatem Y7, Y, maja taki sam rozktad.

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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Zadanie 2 (Wiktoria M)

Niech X bedzie zmienng losowa z rozktadu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Jaki rozklad maja
zmienne Y = min(X,1 — X) i Z = mazx(X,1 — X).

Rozwigzanie

Interesuja nas dystrybuanty Y oraz Z.

Zauwazmy, ze skoro X + (1 —X) =1,to Y € [0, 3] oraz Z € [1,1].
Wtedy mamy:

e Dlay<0:Fy(y)=P(Y <y)=0
« Dlaye0,3]: Fy(y) =P <y)=PX <y +PQl-X<y =y+1-(1-y) =2y
« Dlay>;: Fy(y) =
Analogicznie dla Z:
e« Dlaz<i:Fyz(z)=P(Z<2)=0
e Dlaze[3,1]:Fz(2) =P(Z<2)=P(X<2AN1-X<z2)=PX<zAX>1-2)=
z

P(X €[l—2z2])="12 =2

e Dlaz>1:Fyz)=1
Funkcje gestosci liczymy ze wzoru f(x) = F'(x).

Odpowiedz
0, edyy<0,
0, gdyy¢][0,3],
Fy(y) =42y, gdyyel0,3], fr(y) = 2
1 2, gdyyel0,5]
L gdyy>;
0, gdy z < 1,
0, gdyz¢[3,1],
Fis) =2 -1, gy ze (L1 () =0 BV AT
2, gdy ze€[3,1]
L gdy z > 1
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Zadanie 3 (Dominik)

Niech X oraz Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu jednostajnego na przedziale
[0, 1]. ZnajdZ gestosé, dystrybuante, warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennych:

(i) Z=X+7,
(i) Z=X Y,
(i) Z=|X - Y].

Rozwigzanie |(i)

Zmienne losowe X oraz Y majg rozktad opisany gestoscia:

L =1 w przedziale z € [0, 1]

fx(x) = fy(z) = {10 N

0 wpp.

oraz dystrybuanta:

0 gdy x <0
Fx(z) = Fy(z) = { %2 =2 w przedziale z € [0, 1] .
1 gdy v > 1

Skorzystamy z wzoréw na splatanie z poczatku zestawu. W rozwigzaniu podpunktu (i) zaczne
od policzenia gestosci fxyy:

faar(®) = [ fx@f(z —a)da

=[x (e - ) dr (1)
0 gdy 2 <0lub 2z > 2

=)0 fx(@)fy(z—z)de  gdy z €[0,1] (2)
L fx(@)fy(z —2)de - gdy 2 € [1,2]
0 gdy z < 0lub z > 2

=4 Jildr gdy z €[0,1]
JLitde gdy 2z €1,2]

z

0 gdy z < 0lub z > 2
=|qz gdy z € [0, 1]
2—2z gdyzell,2]

(1), bo tylko gdy z € (0,1) zachodzi fx(z) # 0.
Dla (2) nalezy wyznaczy¢ dla jakich x € [0,1] zachodzi réwniez warunek z — x € [0, 1], zeby

fx(z—x) #0.

33
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Dystrybuanta Fx y(z) to z definicji:

Pe(z) = [ f(z)da
0

gdy 2 <0
J§ xdx gdy z € [0, 1]
Jywdr+ [f2—adr gdy z€[1,2]
Jywdr+ (22 —xdr gdy z > 2

0 gdy 2 <0
)37 gdy z € [0,1]
)i+ (—%22—1-22— %) gdy z € [1,2]
T+1 gdy 2 > 2
0 gdy 2 <0
)37 gdy z € [0,1]
1-3(2—2)* gdyze€ll,2]
1 gdy z > 2
Policzmy wartos¢ oczekiwang z liniowosci:
E[X +Y] = E[X]+ E[Y] = 1;0+1;0 =[1],

oraz wariancje, dzieki niezaleznosci zmiennych:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) = 2- (1-02 |1

Rozwigzanie |(ii)

Potraktujmy Z = X — Y jako sume zmiennych losowych X oraz —Y. —Y mozemy traktowac
jak zmienng losowg z rozkladem jednostajnym na przedziale [—1,0]:

£ o) {0—(1—1) =1 w przedziale x € [-1,0]
—y\&) =

0 Wpp.
oraz:
0 gdy z < —1
Fy = g:E:B =x+1 w przedziale x € [-1,0] .
1 gdy z >0
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Policzmy gestos¢ fx_y:

fxv(2) = [ fx@)fy(z —2)da

0 gdy z< —11lub z > 1

=0 fx(@) fy(z —x)dz gdy z € [-1,0] (2)

J2 fx(@) fy(z = 2) de

=< i 1de gdy z € [-1,0]
ffde  gdy 2 €[0,1]

gdy z € [0,1]
0 gdy z < —11lub z>1

=314z gdyze[-1,0]
11—z gdyze€][0,1]

0 gdy 2 < —11lub z > 1

([2): aby fx(z) # 0 oraz f_y(z — ) # 0 mamy warunki:
e 0<x <1, oraz
o —1<z—2<0,czyliz<ax<z+1.

Policzmy dysrybuante:

Fx_y(z2) = /O: f(z)dx

0
i1+ ade

1

1
cHrdx

Jywdr — [T ade

gdy z > 1

0 gdy z < —1
gdy KAS [_LO]
gdy z € [0, 1]

gdy z < —1
gdy Z € [_170]

[P l+ade+ [f1—xdr gdy 2z €[0,1]

gdy z > 1

0 gdy z < —1
gdy z € [-1,0]
gdy z € [0, 1]

1 gdy z > 1

Podpobnie jak w kroku , policzmy wartosé¢ oczekiwang z liniowosci:

B[X —Y]= B[X] - E[Y] = —

10

1-0

!
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oraz wariancje, dzieki niezaleznosci zmiennych:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(—Y) = 120) L0 12” -|:

Rozwigzanie |(iii)

Dystrybuanta Fy(z)

Rozktad taczny pary (X,Y) jest jednostajny na kwadracie jednostkowym [0, 1] x [0,1]. Pole
tego kwadratu wynosi 1.

Szukamy prawdopodobienstwa:
Fz(2)=P(Z<z)=P(|X -Y| <2)
Dla z € [0, 1], nieréwnos¢ | X — Y| < z jest réwnowazna ukladowi:

—2< X -Y<z2 <<= Y<X+z oraz Y >X—2

Geometrycznie tatwiej jest obliczy¢ prawdopodobieristwo zdarzenia przeciwnego P(| X —Y| > z)
i odjac je od 1. Zdarzenie to odpowiada dwom trojkatom w naroznikach kwadratu:

1. Gérny lewy rég (Y > X + z): tréjkat o przyprostokatnych 1 — z. Pole wynosi %(1 —2)%
2. Dolny prawy rég (Y < X — z): tréjkat o przyprostokatnych 1 — z. Pole wynosi (1 — 2)?.

Suma pdl obszaréw "zakazanych'wynosi (1 — 2)2. Zatem dystrybuanta dla z € [0, 1] to:

Fp(z)=1—(1—2)7=1—(1—-22+42%) =2z — 2*

Pely wzoér dystrybuanty:

0 dla z <0
Fz(2)=422z—2% dla0<2<1
1 dla z >1

Gestosé fz(z)

Gestosé otrzymujemy poprzez zrézniczkowanie dystrybuanty w przedziale (0, 1):

fz(2) =Fy(2) = (22 — 2*) =2 -2z =2(1 — 2)

Pely wzor gestosci:

fz(z):{zu—z) dla0<z<1

0 W p.p-
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Warto$¢ oczekiwana E[Z]

Obliczamy warto$¢ oczekiwana z definicji dla zmiennej ciagtej:

E[Z]:/O:oz-fz(z)dz:/[]12-2(1—2’)(12

Wariancja Var(2)

Korzystamy ze wzoru Var(Z) = E[Z*] — (E[Z])?. Najpierw obliczamy drugi moment:

E[ZQ]:/0122-2(1—z)dz:2/01(22—z3)dz

Obliczamy wariancje:

1 /1N 11
Var(Z) = -~ — (=) =2 - = =
ar(Z) = § (3) 6 9 18 18 18

Dystrybuanta: F(z) =2z — 2% dla z € [0, 1]
Gestosé: fz(z) =2(1—2z) dlaz € (0,1)

Warto$é oczekiwana: E[Z] = %

Wariancja: Var(Z) = &
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Zadanie 4 (Stanistaw Macura)

Z kwadratu o boku 1 losujemy jednostajnie i niezaleznie dwa punkty A oraz B. Wyznacz
oczekiwang dtugo$¢ odcinka AB.

Rozwigzanie

Niech A = (z1,y1), B = (22,¥2), *1,%2, %1, Y2 to niezalezne zmienne losowe z rozkladem jed-
nostajnym z przedziatu [0, 1]. Zaczynamy od policzenia gestosci zmiennych X = 27 — x9 i
Y =y, — yo. Mozemy to przedstawi¢ jako sume zmiennych jendostajnych:

1, ze€]l0,1],

0, w przeciwnym razie.

a z przedziatu [0,1] f,(z) = {

1, ze€l[-1,0],

0, w przeciwnym razie.

b z przedziatu [—1,0] fy(z) = {

Ze splotu funkeji mamy, ze fo5(2) = [ fa(z) fo(z—2)dx = [} fi(x—2)dz co jak si¢ przyjzymy
1—lzf, xe€[-1,1],

przedziatlom gdzie x — z € [—1, 1] to widaé ze f, p(x) = { ' '
0, W przeciwnym razie.

(1= lz@ = lyl), xye[-1,1],

X 1Y sg niezalezne wiec ich wspolna gestosé Fx y (x,y) = { _ .
0, W przeciwnym razie.

Chcemy teraz policzé¢ B(v X2+ Y?2) = 1, [1, va? = y2(1 — |z])(1 — |y|)dzdy.

Jako iz jest to symetryczne dla kazdej ¢wiartki uktadu wspétrzednych mozemy to przeksztatcié
do 4 f} [ V22— y2(1 — z)(1 — y)dzdy. Obliczenie tej calki jest paskudne (podobno jedna z
najgorszych na catym probabilu) wiec zostawiam link gdzie to mozna zobaczy¢ | tu.

Wynik wychodzi wtedy %;(ﬂﬂ) ~ 0.52140.
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Zadanie 5 (Kacper Orszulak)

Z kwadratu o boku 1 losujemy jednostajnie punkt P. Punkt P wraz z bokami kwadratu tworzy
4 trojkaty. Wyznacz oczekiwane pole najwiekszego trojkata.

Rozwigzanie

Niech P = (X,Y), gdzie X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadem jednostajnym
na przedziale [0, 1].

E[Amaz] - ]E[ma/x(Ah A27 A37 A4)]

_E{ (X 1—XY1—Y>}
I e N RS SIS R

1
= §E maz (X,1 - X,Y,1-Y)]

_ ;E[max(max(X, 1 — X),maz(Y,1-Y))]

Z
—; _O;t Fo(t)dt
1 1
=5 [t et (1)

Fy(2) =P(Z < z2)
=P(mazr(X,1 -X) <z A max(Y,1-Y) < z2)
X Zmienne niezalezne
=P(mar(X,1 - X) <z)-Plmazx(Y,1-Y) < z2)
= Frazr(x,1-x)(2) - Frnaz(v,1-v)(2) (2)

1
Foastxa-0(2) = Fpapay) () = Fayy (2 3)

F’X_%’(z) =P (‘X— ;‘ < z>

1 1
—PlZ—z<X <=
77<2 z < _2+z>

[N

+z
- /;, Fr(t)dt = 2z

Oczywiscie zmienne X oraz Y majg ten sam rozklad, wiec podstawiamy wynik pod .

Fy(z) = (22 — 1)
f2(2) =F,(2) =222 —-1)22—1) =422 —1) =82 — 4

Podstawiamy teraz pod ().

1t 1 /1 1 5
E[Amax]:2/§ t—fz(t)dtzz/% t~(8t—4)dt:§/l(8t —4t)dzt:E

2



https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b

. Build #160
PI‘Obabll Zestaw 8 10 grudnia 2025, 08:18

Odpowiedz

12

Zadanie 6 (Kuba Sulkowski)

Z ustalonego okregu losujemy jednostajnie i niezaleznie 3 punkty A, B oraz C'. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze srodek okregu lezy wewnatrz trojkata ABC?

Rozwigzanie

Srodek okregu lezy wewnatrz tréjkata, jesli jest on ostrokatny. Nie moze mieé¢ on tuku diuzszego
niz potowa obwodu okregu.

Bez straty ogdlnosci niech punkt A bedzie zawsze na lewo od $rodka okregu (A = (—r,0)).
Bez straty ogélnosci niech B bedzie na dolnym poétokregu.

Punkt C musi leze¢ na krétszym tuku A’B” — w przeciwnym wypadku jeden z tukéw AC' lub
BC', niezawierajacy trzeciego wierzchotka, bytby dtuzszy niz potowa okregu.

C
B7

B

Majac ustalony punkt A widzimy, ze dtugo$é¢ tuku AB jest zmienng o rozktadzie jednostajnym
na przedziale [0, 7r].

A'B' _ AB

2mr  2mr

Dla dowolnego wyboru B prawdopodobienistwo, ze C' bedzie dobre, wynosi

Srednia dtugos¢ tuku to %, wigc Pr = %.
To wida¢, ale mozna ciut formalniej

Tr L T 1 7T2r2 1
_xr tdt = = =~
2m2rz 2 4

o 2mr 2m2r2 Jo

Bardzo drobnymi zmianami mozna zmieni¢ to rozumowanie na bardzo podobne do rozwiazania
zadania 7., co pozostawiam jako ¢wiczenie dla czytelnika.

10/28
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Odpowiedz
4
Zadanie 7 (Hubert Jastrzebski)

Lamiemy kij w dwoch niezaleznie i jednostajnie wybranych punktach. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze z otrzymanych kawatkéw mozna zbudowadé trojkat?

Rozwigzanie
Niech kij ma dtugo$¢ 1 i zostanie ztamany w punktach X; i X, gdzie X3, X5 ~ Unif(0, 1).
Funkcje gestosci zmiennych losowych X; i X, sg nastepujace:

1 1
fl(.fl) = m =1 dla X € [0, 1] VAN fQ(xg) = f() =1 dla To € [O, ].]

Zmienne losowe sa niezalezne, wiec ich funkcja gestosci wspoélnej jest iloczynem funkcji gestosci
poszczegolnych zmiennych:

flx1,22) = fi(xr) - fa(za) =1-1=1 dla 1,25 € [0,1]

Policzmy zdarzenie odwrotne, czyli prawdopodobienstwo, ze z kawatkéw nie mozna zbudowac
trojkata. Oznacza to, ze jeden z kawatkéw jest dtuzszy niz 0.5.

Mamy trzy przypadki:

1. Pierwszy kawalek jest dlugi:

Przez pierwszy kawatek mam na mysli kawalek najbardziej po lewej stronie, ktéry ma diugosé
min(Xi, X2). Aby byt dtugi (> 0.5), musi zachodzi¢ X; > 0.5 A X3 > 0.5.

Prawdopodobienstwo na to wynosi:

1

1
P(X; > 0.5A X, > 0.5) = P(X; > 0.5)- P(Xy > 0.5) = / Fle) doy [ flas) das =
0.5 0.5
2. Trzeci kawalek jest dlugi:
Analogicznie P(X; <0.5A X, <0.5) =1

3. Drugi kawalek jest dlugi:

= // [ (@1, 22) davy dxg + // f(zq, x9) dxq day
{z1>22+0.5} {z2>x1+0.5}

Rozwazmy [ [, 5e,05) f(T1,22) dzy dos:
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Pamietajmy, ze x1, 29 € [0, 1], wiec 22 + 0.5 <1 = x5 < 0.5.

Natomiast dla ustalonego x5, 1 moze przyjmowaé wartosci od xs 4+ 0.5 do 1. Tak wigc:

0.5 p,1
// f([El,CL’Q) dCL’l dl]g = / / f([Ehl’Q) d.l’l dCL’Q
{x12x2+0.5} 0 x2+0.5

0.5 pl 0.5
0 x2+0.5 0 0

22]%° (0.5)2 1 1
= 0.5:62—2] :<0.5-0.5—>—(0):—:
[ 2], 2 4 8 8

S~—
QU
&

Jal
QU
&

no
|
]|

Analogicznie ff{r22z1+0.5} [y, 29

Tak wiec P(|X; — X, > 0.5) = &

_l’_
0|
I

~

Sumujac wszystkie przypadki mamy:

1 1
P(jeden kawaltek jest dlugi) = itat

Odpowiedz

1
4
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Zadanie 8 (OSKIBOSKI123)

FLamiemy kij dhugosci 1 w jednostajnie losowo wybranym punkcie. Niech X oznacza punkt
ztamania.

(i) Jaka jest oczekiwana dlugosé krdtszej czesci?
(ii) Jaki jest oczekiwany stosunek dlugosci czesci krétszej do czesci dluzszej?

(iii) Jaki jest oczekiwany stosunek dtugosci czesci dtuzszej do czesci krétszej?

Rozwigzanie

Poniewaz wybér jest jednostajny na odcinku [0, 1], zmienna losowa X ma rozktad jednostajny
na tym przedziale. Gestos¢ prawdopodobienstwa dana jest wzorem:

1 dlaze]0,1]
0 w pozostatych przypadkach

fx(z) = {

Wprowadzamy oznaczenia:
L=min(X,1-X), D=max(X,1—-X)

gdzie L to dhugos¢ krotszej czesci, a D to dtugosé dtuzszej czedci.

(i)
E[L] = /01 min(z,1 —z) - fx(z)dr = /01 min(z,1 —z)dx

Punkt x = 0.5 jest punktem podziatu:

E[L] :/00.5xdx+ 1(1—x)da:

0.5

Obliczamy:

0.5 2 0.5 2
/ cdr— || =92 0195
0 2 0 2

) 1
/ (1—2)dr = lx . “2] — (1-0.5) — (0.5 — 0.125) = 0.5 — 0.375 = 0.125
0 05

1
E[L] = 0.125+0.125 = 0.25 =

(i)

L  min(x,1 —x)
Ry == =200 70
D max(z,1—2x)

fx(z)de =

1 mi 1— 1 mj 1—
E[R,| min(z, ) min(z, 1 — z) s

0o max(z,1—x) o max(z,1—x)
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Calkujemy po dwoch przedziatach:

0.5 11—
E[R,] :/ Y de+ L dx
o 1—=x 05 I

05 o 0.5 1
= -1
/0 1—xdx /0 (1—95 )daz

=[~In(1—2) —2]y° = (~In0.5 - 0.5) — (—In1 —0) =In2 — 0.5

11— 1 /1
/ v dr = ( — 1) dx
05 X 0.5 \T

=[nz—2),=(In1-1)—(In0.5—0.5) = (=1) = (~In2 - 0.5) =In2 — 0.5

Pierwsza catka:

Druga catka:

Sumujac:
E[R)] = (In2 —0.5) + (In2 — 0.5) =2In2 — 1

(iii)
R D max(z,1-2)
7 L min(z,1-2)

fx(z)de =

I max(z,1 — x) I max(z,1 — x)

E[Ry] = dx

0 min(z,1—x) 0 min(z,1—x)

051 —x Lz

E[R,] = / dz + dz
0 T 051 —x

051 — 0.5
/ -2 dr = / (1 — 1> dx
0 T 0 T

Catka f(?'S % dx jest rozbiezna, co pokazujemy przez granice:

Obliczenie pierwszej calki:

0.5
lim —dr = lim [Inz]?® =In0.5 — lim Ine = +o0
e=0tJe X e—0t e—07t

Nawet po odjeciu skonczonej catki f(? S 1dx = 0.5, pierwsza calka dazy do nieskoriczonosci.

Iz 1 1
dr = —1d
/0.51—x v 0.5(1—x ) o

=[-In(l —=z) - x](l)_5
Wz =1 —In(0) — 1 - tutaj In0 = —o0, ale liczymy granice:
lim [—In(1—t) —t];, = Jim [(—=In(1—1) =) = (=005 = 0.5)]
e

t—1—

Obliczenie drugiej calki:

= thql [—In(1—1¢) —¢t+1n0.5+0.5]
e
Czton —1In(1 — t) — 400, wiec catka od 0.5 do 1 tez jest rozbieznal

Zatem obie catki w E[Ry] sa rozbiezne do +o0o, co potwierdza:

E[Rs] = 00
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Odpowiedz

(ii) 2In2 — 1| |(iii) oo

N

(i)

Zadanie 9 (Pavlo Tsikalyshyn)

Niech X oraz Y beda zmiennymi losowymi z rozkladu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze najblizsza liczba catkowita do ilorazu X/Y jest parzysta?
Wynik przedstaw w formie a + brr.

Rozwigzanie

f(x,y) _ {fl(x7y>7 x < Y,

fa(z,y), wpp.
1, ye2*x,1]
fl(xay) = {
0, wpp.
T 2x
fal,y) = 1, yeUZ 0[42+5’ il
’ 0, wpp.

P(round(;() — parzyste) = /01 /01 f(z,y)dydx = /01 /: fi(z,y)dydx + /01 /Ox fo(z,y)dydx =

21+3 % Xz 2x
_/ /QIdydx+/ Z/ dydz_/<1_2$d$+/22z+3 2@+5)d B

1=0 2+5
@“ 1 1 5 1
=51 - 2 1—f = 41--g=-2
+/ ; 22—|—1 +/ = 1T T T T
Odpowiedz
5 1
- — =T
4
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Zadanie 10 (Kamil)

Losujemy n przedziatow Iy, ..., I, w nastepujacy sposob: konstruujac i-ty przedziat losujemy
niezaleznie i jednostajnie jego oba konce z przedziatu [0,1]. Jakie jest prawdopodobieristwo
tego, ze istnieje punkt p nalezacy do wszystkich wylosowanych przedziatow?

Rozwigzanie

Sprowadzamy zadanie do dyskretnego problemu. Wylosujmy wszystkie konce X, ..., X, oraz
Yi,...,Y, i posortujmy otrzymujac Zi,..., Zs,. Aby istnial punkt p, nalezacy do wszystkich
przedziatéw, musi sie on znajdowaé w przedziale (Z,,, Z,11) i dla kazdego I}, jeden z jego krancéw

musi by¢ w (Zy,...,2Z,), a drugi w (Z,41, ..., Za,). Prawdopodobieristwo takiego zdarzenia
Wynosi
p_ 27 (n!)?
(2n)!

(n))?
(2n)!

Ze wzgledu na 2" mozliwo$ci wyboru czeéci Z-tow dla krancéw kazdego przedziatu, a
spermutowanie.

na

Odpowiedz

2"(n!)?
(2n)!
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Zadanie 11 (Kuba Sulkowski)

(igta Buffona) Plaszczyzne przecieto zbiorem poziomych linii. Odstep miedzy dwoma sasiednimi
linlamy wynosi d. Rzucamy igta dtugosci | na te ptaszczyzne. Wyznacz prawdopodobienstwo
przeciecia linii.

Rozwigzanie

Rozwazymy dwa przypadki

Igta krétsza (lub réwna) od dystansu miedzy liniami

Mamy [ < d. Jesli igta po rzuceniu utworzy z liniami jaki$ kat ostry «, to przetnie sie z taka
linig, ktérej odlegtos¢ od srodka igly byta co najwyzej % - sin av.

v

Zdarzenie jest cykliczne, wigc mozemy zatozy¢ ze o € [O, ﬂ a ma rozktad jednostajny.

Odlegto$¢ X srodka igty od najblizszej linii przyjmuje wartosci z przedziatu [O, g} Ma rozktad
jednostajny.

32 2
P(sukces) = P Esinoz > X :/ —- £silqoz = do
2 o ™ \2 d

Gdzie rozbiliSmy zdarzenie na podzdarzenia: X wiekszy od juz ustalonego «

. % — gestosé rozkladu « (jednostajna)
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sin a — "ilo§¢"takich X-6w, ktére spetniaja nieréwnosé

!
2
% — gestosé zmiennej X (jednostajna)

W prezentacji https://probabil.tcs.uj.edu.pl/docs/igla.pdf jest przedstawione to samo za po-
mocy catki podwdjnej, tutaj zostal pominiety ten krok.

2l 2 21 3 2 21
P(sukces) = ;d/o sina = — (—cos ) ; = l=—
Igta dluzsza od dystansu miedzy liniami
Mamy [ > d. Po ustaleniu jakiej$ o, mielidmy P(X < %sin a) = ésina . %.

Teraz nie jest to juz prawda. Moze sie zdarzy¢, ze dla jakiej$ «, nie jest mozliwe wylosowanie
X ktéry nie spetni nieréwnosci.

Na przyktad, dla o = 7. Igta jest pionowo i jest dtuzsza niz dystans migdzy liniami, wigc na
pewno ktéras przetnie. Wedhug naszego naiwnego wzorku ma na to prawdopobienstwo é > 1.

Dopoki ésin a nie przekracza 1 wszystko dziata. Mozna wiec policzy¢:

l 3 2 l 2
P(sukces) = P | —sina > X | = / —-max (1, =sina-| do
2 o m 2 d

Mamy ésina > 1 wtw. o > arcsin %. Mozna wiec tatwo rozbi¢ na sume dwoch catek

2 z l 2 arcsin ¢ l z
—/2max 1, =sina| da=— / "sina+ [ da
m™Jo d m 0 d arcsin ¢

1
B 92 [ arcsin% T ) d
=13 (—cos ) . + 5 —arcsin g

e ) R )

2 d\?) 2 d
— | 1- 1_<l> —i-*arccosj

™

2
T

Odpowiedz

21
—,gdy [ <d
7d

2 d\*) 2 d
— | 1- 1—() +—arccosj,gdyl>d
™
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Zadanie 12 (Olek Wieczorek)

(krzyzyk Buffona) Na plaszczyzne przecieta réwnoleglymi liniami o odstepie 1 rzucono dwie
jednostkowe igly sklejone prostopadle srodkami. Niech Z bedzie liczbg przecie¢ tak utworzonego
krzyzyka z liniami. Policz E(Z) i Var(Z).

Rozwigzanie

Rozbijmy Z na indykatory:
Z =X +Xy

Gdzie X7 =1 gdy 1. igla przecina deske i 0 w p.p. Analogicznie dla X,
Teraz juz tatwo policzy¢ E(Z), bo:

B(Z) = B(X\) + B(X2) = P(X, = )+ P(X, = 1) =2 2 =
[] Wariancje tez liczymy wzorem:
Var(Z) = Var(X;) + Var(Xs) + 2Cov( X1, X5)
Z wtasnosci indykatoréw mamy:
Var(X) = Var(X;) =p(1 —p) = = (1- 2) = 722
Cov(X1,X5) = E(X1Xy) — E(X1))E(Xe)=P(X1=1NnXy=1) — ;12

Teraz niestety musimy rozpatrze¢ przypadek gdy obie igly przecinaj deske jednoczesnie. Do
tego przyda si¢ rysunek:

'Dowéd tego, ze P(igla przecina desk@):% jest poprzednim zadaniem, wiec go pomine
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Igly przetng deske wtw. y < % Nz < %
Mamy réwniez: cos(f) = % oraz sin(f) = cos(90 — ¢) = 7 Po prostym przeksztalceniu i
podstawieniu mamy:
cos(0) sin(6)
r < 5 Nx < 5

Wystarczy policzy¢ prawdopodobienstwo, ze zmienna X (odlegto$é od deski) jest nie wieksza
niz minlsinl0).cos) 7, nwazmy, ze to minimum to sin(f) dla 0 < 6 < Jorazcos(f)dlaf <0< 7
Teraz zapiszmy gestosci X,0 i ich splotu.

fx(x)=2dlaz € (0, ;)

5)

Poniewaz X i # niezalezne to gestosé ich splot to iloczyn ich gestosci

fo(z) = 72r dla 6 € (0,

1

fx.g() édlaQE(O 2)$€<02

)

Teraz niestety trzeba policzy¢ catke:

sin(0) (‘05(9)

E(XIXQ):P<X§ mz’n(sz‘n(g),cosw))> :/O?{/O " ol dxd9+/ / Freo(w)dndd

szn(@) coi(G)

( / / 1dvdf + / / 1dxd0>:

72r (/OZ sin(0)do + /;’ Cos(9)d9> = i([— cos(&)]g/4 + [Sm(e)]:ﬁ) =

2<_;/E+1+1—_;/§>_4_2‘/§

™

™

Teraz nareszcie mozemy wstawic¢ wszystko z powrotem do wzoru:

4—-2v2 4 A — 2m\/2 — 4
Cov(Xl,XQ):i\/_—fz T — 22

T 2 2

2 — 4 Ar —2mv2 —4 127 —4my/2 — 16

Var(Z) =2 —5—+2-

T 2 2

Odpowiedz

127 — 47/2 — 16

2

E(Z) = ! Var(Z) =

T

2Dla uproszczenia zapisu poza podanym przedziatlem gesto$é to 0. Tak samo dla innych gestoéci
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Zadanie 13 (Krzysztof Peszko)

Wybierz punkt X w sposéb losowy i jednostajny z okregu O o srednicy 1 i o érodku w punkcie
(0, 10). Rozwaz Srednice O o konicu w punkcie X. Jaka jest oczekiwana dtugos¢ projekcji tej
srednicy na o§ OX.

Rozwigzanie
Fakt 1:

Potozenie srodka nie ma znaczenia, poniewaz dtugos¢ projekcji, zalezy tylko do $rednicy i jest
one relatywne wzgledem $rodka.

Fakt 2

Jesli X jest na dolnej poléwcee, to mozna go zmainié¢, na symetryczny X na gornej potéwee, co
pokazuje, ze wystarczy obliczyé¢ dla X w gornej potéwcee razy 2.

Fakt 3:

Z pozostatych ¢wiartek, wystarczy wziasé lewa ¢wiartke i ze wzgledu na symetryzm da nam to
dobry wynik.

Teraz obliczemy Dystrybuante zmiennej X. dla danego x. PRzypomniejmy, ze F(z) = P(X <
x). W sumie bardziej bedzie nas intersowato obliczy¢ dopetienie F'(X) (bo jest tatwiej policzy¢,
a 1 zniknie i tak przy pochodnej).

Zeby policzy¢ 1 — F(x) patrzymy trygonometrycznie, na kat o, miedzy érednica O, a jej pro-
jekcja.
x
cos(a) =1 =2-x
2

a = arccos(2x)

Mozemy zauwazy¢, ze prawdopodobienwo, ze X jest wieksze niz x jest rowne utamkowii

3R

1_F(X)_g_a'2_arccos(2x)-2
_g_ T T
F(X) = _arccos(2z) - 2
B T
4 1
fx) =Py =2
T 1 —4a?

2 4 r3 1

4 01 -1 1 1] 1 1 1
E[X :f-/ —~—dt:—-/ Cdt=—(2:1-2.0)= - 2=~
X] 1 vVt 8 2 Jo +/t 2m ( ) 2m s

Pamietajmy, jeszcze, ze musimy F(z) pomnozy¢ razy 2, wiec:
1 2
EX)=2-—=—

™ ™
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Zadanie 14 (Michal)

Z kwadratu jednostkowego [0, 1] x [0, 1] losujemy punkt w sposéb jednostajny. Pézniej nieza-
leznie wybieramy kat w sposéb jednostajny na [0, 27]. Z jakim prawdopodobienstwem odcinek
jednostkowy rozpoczynajacy sie w wylosowanym punkcie zmierzajacy w kierunku wylosowanego
kata wychodzi poza rozwazany kwadrat?

Rozwigzanie

(x 4+ cosf, y+sinb)
T~

T~

(z,y)

Niech punkt startu to (x,y) i kat 6. Koniec odcinka jednostkowego ma wspotrzedne:

(x 4+ cosf, y+sinb).

Odcinek pozostaje w kwadracie wtedy i tylko wtedy gdy punkt konca odcinka jednostkowego
jest w kwadracie, czyli:

0<z+cos# <1 oraz 0<y+sinf <1.

Dla ustalonego 6, dopuszczalne wartosci x (z pierwszej nieréwnosci) to:
x €[0,1]N[—cosf, 1 — cosb],

dtugosé tego przedzialu wynosi 1 — | cos f|. Analogicznie dla y: 1 — |siné).

Zatem prawdopodobienstwo, ze odcinek pozostaje w kwadracie dla ustalonego 6, to:
(1 —]cos@])(1 —|sind|).

Teraz wystarczy usrednic¢ ten wynik po wylosowanym kacie
Usredniajac po 6, otrzymujemy:

1 2 .
Pwewnqtrz = %/0 (1 - |COS€|)(1 - |Sll’l0|) de.
Rozwijamy iloczyn pod catka:
(1 —cos|)(1—|sinf|) =1—|cosf| — |sinf| + | cos || sinb)|.

Zatem: | o .
Pyewnatrs = 1 — %/0 (|cos @] + |sinf|) do + %/0 | cos 0] sin 6| db.
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Obliczamy catki:

2 2 27
/ | cos @] df = 4, / |sinf| df = 4, / | cos 0| sinf| df = 2.
0 0 0

Finalnie:

444 2 6 3
4+ —=1—-—=1-—.
21 2T 21 T

Pwewnattrz =1-

Zatem prawdopodobienstwo, ze odcinek wychodzi poza kwadrat, wynosi:

3

Pwychodzi = —
T

Odpowiedz

2w

Zadanie 15 (Filip Manijak)

Niech XY, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na przedziale

[0,1]. Niech U = XY i V = Z2.

(i) Wyznacz dystrybuante, gestosé, warto$¢ oczekiwana i wariancje U.

(iii) Oblicz P(U < V).

)
(ii) Wyznacz dystrybuante, gesto$é, wartosé oczekiwang i wariancje V.
)
(iv) Wyznacz E(X|U).

Rozwigzanie

U
Liczymy Dystrybuante:

Fola) = POXY < a) = [ fxo) [ felidyde = [ ey 1+ [ )R G =

La
:a—l—/ —=a—alna
a T
Teraz z tego liczymy funkcje gestosci:
fU(a/):F[/](a/):(a_a/].na/)/:]_—lna—]_:—]_na
Liczymy tez E[U]:
1 1 22 1 1
E[U]:/ fU(ﬂC)SE'd.%’:—/ rlnxdr = — (lnx—) i
0 0 2 2 4

0
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Zauwazmy, ze lim,—so 22 Inx = 0 bo de 'Hospital. Calke liczymy catkujac przez czesci. Zostala

wariancja:
! 1 1 1
Varlv) = E[U*) = EUP = | a*(~a)de - o = 5 —
Tu tez catke liczymy catkujac przez czesci.

A%
Liczymy Dystrybuante (dla a € (0,1)):

Liczymy tez E[V]:

Em:/olafv / 2\/‘ 2/“ a_[ ]::;

Tutaj calke liczymy prosto ze wzoru na funkcje potegowa (z"). Zostala wariancja:

1 1 1 1 /1 s 1 1 1 4
1% V—EVQ—EVQ—/ 2 d_,_,/ dg — = == — = = —
ar[] [ ] [} 0a2\/aa 9 2.0a “ 9 5) 9 45

Tu réwniez catke liczymy jako funkcje potegows.

PU<YV)

Zauwazmy, ze:

PU<V) :/01 fv(x)FU(x)dx:/OlQ\ig(x—xlnx)dx: ; (/01 \/de—/ol\/flnxdgo —

B oN1! 1 1/ 4\ 1 2 5
1 — = = ——|0—-—=) == - = —
xf(” 3)]0 3 2( 9) 57979

!
T3 2

E[X|U]

Chcemy obliczy¢ E[X|Ul(a) = [°5 fx|u=a(x)dz. W tym celu musimy wyznaczy¢ gestosé wa-
runkows fx|y—.(2). Skorzystamy ze wzoru:

fxu(z,a)
fX Uza(x) - ’
| fula)
Mianownik juz znamy: fy;(a) = —Ina. Licznik (gestosé taczna) wyznaczymy, liczac pochodna

z dystrybuanty Fy y(z,a).
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Dlaa<x<1:

Fyp(z,a)=P(X <2,XY <a)=P(X <a)+Pla< X <2,Y < %):

:/aldt+/x%dt:a+a(lnx—lna)
0 a

Liczymy gestos¢ taczna:

_62FX,U_6 0 _a a_l
fxu(z,a) = 9r0a —aa<ax(a—|—alnx—alna)> _<) =

Zatem gesto$¢ warunkowa dla = € [a, 1] wynosi:

Stad wartos¢ oczekiwana:

1

L1
E[X|U = d :/ x-fXW:a(ac)dx:/ x( )dx:
a a zlna
-l 1, —(l—a) a—1
_lna/a 1d _lna[x]“_ Ina Ina

Zadanie 16 (Mateusz Wojaczek)

Niech X i Y maja taczna gestoéé f(z,y) =cx(y —x)e ¥ dlald <z <y < 0.
1. Wyznacz wartos¢ c.

2. Udowodnij, ze

fxpy(zly) = 62(y —2)y™ dla0 <z <y,
frix(yle) =(y—x)e”™? dla0 <z <y <oo.

3. Wynioskuj, ze E(X|Y) = 3Y oraz E(Y|X) = X + 2.

Rozwigzanie

(i) Wyznaczenie statej ¢

Aby fxy(z,y) byta gestodcig, catka podwdjna musi wynosié 1:
0y

/ / cx(y—x)e Vdrdy = 1.
o Jo

Najpierw catkujemy wzgledem x:

y Y 1
/ z(y — z)dr = / (vy — 2%)dr = ~y* — =
0 0 2 3
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Zatem: o 1 -
/ c-—yleVdy =1 —= E/ yle Vdy = 1.
0 6 6 Jo

I yie vdy = 6, wigc:

(2N e

Odpowiedz: ¢ = 1.

(ii) Wyznaczenie gestosci warunkowych

Gestosé warunkowa X przy Y =y

~ fxy(z,y)
fX|Y(x|y) = 7fy(y) .

Najpierw obliczamy fy (y):

Y Y _ _ 1 3 3
fY(y) :/o fX,Y<x73/)dx:/0 63:(y—x)e Ydx = 6e y'gy =y’e V.

Zatem:
6x(y —x)e™  6x(y —x)

fxyy(zly) = , 0<z<y.

y3e~y o Y3
Gesto$é warunkowa Y przy X ==

~ fxy(z,y)
fY|X(y|x) - fX(x) .

Najpierw obliczamy fx(x):

o0

fx(@) = [ 6aly—)evdy =6z [ (y — x)e vy,
Podstawiamy u =y — 2 = dy =du,y —r =u,y = u + :

/ (y —x)e Vdy = / ue™ ) dy, = e_x/ ue du=e"-1l=e"".
T 0 0

Zatem fx(x) = 6xe *. Wobec tego:

62(v — eV

Trix(ylz) = sy
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(iii) Warto$ci oczekiwane warunkowe

Dla E(X|Y)
Y v bx(y—= 6 v
E(X]Y:y):/ fo|y(x|y)dx:/ x-(y:s)dng/ (z%y — 2°)dw.
0 0 Y y=Jo
v, , T Y S
=y LYY
/<xyx)xy343412
6 vy
EX|Y =y) = — . L Y
XY =y = 5 L=
Dla E(Y|X)

EY|X = z) =/ yfvix(ylz)dy =/ yly — x)e” W dy.
Podstawiamy u =y — o = y=u+ z,dy = du:

EY|X =) :/ (U+$)U€7ud’d=/ u2e*“du+:c/ ve "du=2+z-1=2+2.
0 0 0

1
B(X[Y)=3Y. E(Y|X)=X+2

Odpowiedz

Wartosé c:

Gestosci warunkowe:
fxp (zly) = 6x(y —x)y ™, dla0<z<y

Frixyle) =y —x)e*, da0<z<y<oo

Wartosci oczekiwane warunkowe:

E(X[Y) = 2Y
2

E(Y[X) =X + 2

Wartosé c:
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Gestosci warunkowe:
fxy(zly) =6x(y —x)y®, dla0<z<y
frixyle) =(y—x)e*, da0<z<y<oo

Wartosci oczekiwane warunkowe:

E(X[Y) = ~Y
2

E(Y|X)=X+2
Wartosé c:

Gestosci warunkowe:
fxiv(zly) = 6x(y —x)y™®, dla0<az <y
frix(yle) =(y—x)e*, dla0<z<y<oo
Wartosci oczekiwane warunkowe:
1
EX]Y) = iY
E(Y|X)=X+2

Wartosé c:

Gestosci warunkowe:
Ixy(zly) = 6x(y — X)y 3 dla0<z<y
frix(yle) =(y—x)e*Y, dla0<z<y<oo
Wartosci oczekiwane warunkowe:

E(X|Y) = =Y
2

E(Y|X) = X + 2
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