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Zadanie 1 (Mateusz Wojaczek)

Niech P bedzie macierzg przejscia tancucha Markowa na skonczonej przestrzeni stanéow S. Dla

y € S niech m, = min,es P(z,y). Skonstruowaé¢ sprzeganie ((X“Yt))teN dwoch tancuchéw

Markowa z macierza przejscia P takie, ze dla kazdego t > 0 oraz z € S zachodzi

P(X; =Y, = 2) > m,.

Rozwigzanie
Definiujemy
m=>Y_ m,.
yeS
Niech (X3, Y;) = (z,y). Zaktadamy, ze jesli tanicuchy sie zeszly, to juz sie nie rozchodza, tzn.
Xe=Y: = X1 =Y.
W kroku t — t + 1 wykonujemy nastepujaca konstrukcje.
Rzucamy moneta. Z prawdopodobienstwem m wypada orzet. Wtedy
Xep1 =Y = ',

gdzie 2’ wybieramy losowo z rozktadu

()
m/ies

7 prawdopodobienstwem 1 — m wypada reszka. Wtedy:
P(z,i) —m;
X1 =12" zrozkladem M ,
L=m 1€S

oraz

Ply, i) — mi
Yi;1 =% zrozkladem Py, i) = mi .
L=m €S

Wowczas dla kazdego z € S mamy

P(XtH =YY= Z) > m-

Odpowiedz

ckd
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Zadanie 2 (Hubert Jastrzebski)

Rozwazmy taricuch Markowa (X;)ien na zbiorze {0,. ..,k — 1} zdefiniowany nastepujaco. Dla
kazdego t > 0, X;11 otrzymujemy z X; poprzez dodanie wyniku z rzutu szedcienng sprawiedliwg
kostka i wziecie reszty z dzielenia przez k. Udowodnij, ze dla k = 10, 7 < 100.

Rozwigzanie

Dla przypomnienia: Tiix = Timix( i)

Skorzystamy z lematu 10.3.2:

Niech ((Xy, Y3))sen to sprzeganie tanicuchéw Markowa (skoniczonych, nieprzywiedlnych, nieokre-
sowych) z macierza przejécia P i zbiorem standéw S. Niech T' € N i € > 0 beda takie, ze dla
kazdego x,y € S

P(Xr #Yr|Xo=2,Yy=y) <e

Wtedy dla kazdego x € S
Tmix(€) < T

Podstawiajac T'=99 i€ = i, wystarczy skonstruowac sprzeganie takie, ze dla kazdego x,y € S

P(Xgg # Yoo| Xo = 2, Yo = y) <

|

Wtedy dostaniemy, ze: T < 99, co konczy dowdd.
Aby moéc zastosowac lemat, zawuazmy, ze:
1. Lancuch Markowa z zadania jest oczywiscie skoficzony (ma 10 stanéw)

2. Lancuch jest nieprzywiedlny (z kazdego stanu mozna przej$¢ do kazdego innego w skori-
czonej liczbie krokéw)

3. Lancuch jest nieokresowy (z x do  mozna przej$¢ w 10 krokach (10 x 1) lub 9 krokach
(8 x 141 x2),aged(9,10)=1)

Konstrukcja sprzegania:

Dla dowolnego x,y € {0,...,9} definiujemy sprzeganie ((Xy, Y:))en taficucha z zadania, star-
tujace z (z,y):

1. Dopoki X; # Y, tancuchy poruszaja si¢ niezaleznie.

2. Gdy X, =Y, to tanicuchy poruszaja sie razem (tzn. Xy = Yiiq).

Zauwazmy, ze dla dowolnego t, jesli X; # Y;, to prawdopodobienstwo, ze X, 1 = Y;,1 wynosi
€O najmniej %.

Mozna to prosto udowodnic:
1. Mamy spotkanie, gdy X; +a =Y, +b mod 10, gdzie a, b to wyniki rzutéw kostka.

2. Jest to rébwnowazne z ¢ — b = Y; — X; mod 10.
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3. Réznica Y; — X; moze przyjmowaé wartosci od 1 do 9 (bo X; #Y;).

4. 7Zbiér mozliwych wartosci a—b to {—5,—4,...,4,5} = ({0,1,...,9}) (boa,b € {1,2,...,6}).

5. Tak wiec dla kazdej wartosci Y; — X, istnieje para (a, b), ktéra spetnia powyzsze réwnanie.
Zatem, dla dowolnego (z,y) startowego, mamy, ze prawdopodobienstwo, ze taficuchy sie nie

spotkaja po 99 krokach jest ograniczone przez:

1
P(Xoo # Yool Xo =2, Yo =y) < (1 — )% <

1
36 4

Czyli mamy spelnione warunki lematu, a wiec 7, < 100.

Zadanie 3 (Patryk)

Niech P bedzie macierzg przejscia skonczonego, nieprzywiedlnego i nieokresowego tancucha
Markowa (M;)i>o. Zatézmy, ze istnieja state ¢ < % oraz T > 0 takie, ze

7(c) <T.
Wéwezas dla kazdego € > 0 zachodzi
() < Ine T
TS In(2c)

Rozwigzanie

Rozwazmy dwa dowolne stany poczatkowe Xy = z oraz Yy = y. Z definicji czasu mieszania 7(c)
otrzymujemy

||P;F —7||lrv < ¢ oraz ||PyT —7|lrv < e
Stad, z nierownosci trojkata,

Na mocy
Lematu o sprzeganiu (Lemat 12.3). Niech ox oraz oy bedg rozkladami prawdopodobieri-

stwa na skoriczonej przestrzeni standw S. Niech Z = (X,Y") bedzie dowolng zmienng losowg o
wartosciach w S X S, takg e X ma rozklad ox, a' Y ma rozklad oy. Wowczas

Pr(X #Y) = [lox — oy|Tv.
Ponadto istnieje sprzegniecie Z = (X,Y'), dla ktorego zachodzi réwnosé:
Pr(X #£Y) = [lox —oy|rv.

istnieje sprzezenie
ZT,z,y - (XT)YT)u

gdzie X7 ma rozktad P;:F, a Yr ma rozklad PyT, takie ze

]P(XT 7é YT) S 2c.
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Rozwazmy teraz nowy tancuch Markowa (M]) o macierzy przejécia PT. Odpowiada on wyko-
nywaniu 7" krokéw ltancucha (M;) naraz. Dla tego tancucha, przy powyzszym sprzeganiu, jesli
dwie kopie taficucha (M) startuja ze stanu (z,y), to nastepny stan pary jest zadany przez roz-
ktad Zr,,, co implikuje, Ze prawdopodobienistwo braku sprzegniecia w jednym kroku wynosi
co najwyzej 2c.

Indukcyjnie otrzymujemy, ze prawdopodobienstwo, iz sprzezenie tanicucha (M/) nie nastapi w
ciagu k krokow, jest co najwyzej
(2¢)*.

Z lematu o sprzeganiu wynika zatem, ze taicuch (M) jest w odlegtosci wariacyjnej co najwyzej
¢ od swojego rozktadu stacjonarnego po k krokach, o ile

(2c)F < e.

- H?aiﬂ '

Poniewaz tanicuchy (M;) oraz (M,) maja ten sam rozktad stacjonarny, a kazdy krok tancucha
(M]) odpowiada T krokom tancucha (M), otrzymujemy

O {13?23} g

Warunek ten jest spetniony dla

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz ‘
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Zadanie 4 (Pavlo Tsikalyshyn)

Niech GG bedzie n-wierzchotkowym grafem i niech k bedzie dodatnig liczba catkowita taka, ze

n -+ 2

k -
SAG) 11

Rozwaza,y tancuch Markowa, gdzie przestrzen stanéw 2 (G) jest rodzing wszystkich k-elementowych
zbioréw niezaleznych w G. Krok ze stanu M; do nastepnego stanu dziata nastepujaco. Losu-
jemy jednostajnie i niezaleznie: v € My, w € V(G). Wtedy My11 = m(v,w, My) czyli: jesli

M \{v} U{w} € Qx(G), to M1 = M,

{v}U{w}; wpp. M1 = M;. Udowodnij, ze ten tancuch jest nieprzywiedlny, nieokresowy i jego
rozktad stacjonarny jest jednostajny.

Rozwigzanie

Do nieprzywiedlno$¢ wystarczy pokazaé ze z a dasie dojé¢ do dowolnego b. Pokazemy ze z a
dasie dojs$é do wierzcholka ¢, ktory ma wiecej wspélnych wierzchotkéw z b. Niech {z} € b oraz
{z} ¢ a wtedy dopdki ilo§¢ krawedzi od x do wierzchotkéw z a wieksza od 1 to zamieniamy
dowolny potaczony z z na niepotaczony*. Jesli {x} ma doktadnie 1 krawedZ do a to zamieniamy
po tej krawedzi, jesli zero to zamieniamy z z dowolnym wierzchotkiem z a ktérego niema w b.
To zawsze dasie zrobi¢ jesli y mozemy zamieni¢ na dowolny wierzchotek niepotaczony z a\yUw,
ilo$¢ wszystkich wierzchotkéw w a\y Uz oraz ich sasiadéw bedzie co najwyzej (A(G)+ 1)k — 2,
bo bedzie co najmniej jedna krawedz w Srodku.
n+2

(A(G)+1)k—2<(A(G)+1)m—2:n+2—2:n

Co oznacza ze istnieje co najmie jeden taki wierzchotek na ktéry mozemy zamienié y.
Nieokresowos¢ mamy z tego ze da kazdego z a mamy petelke do a kiedy v = w.

Jesli a,b € Qi(G) 1 istnieje krawedz z a do b, to istnieje krawedz z b do a. Z tego ze istnieje
krawedz z a do b, mamy ze istnieja v € a oraz w € b, v,w € V(G), a\{v} U {w} = b. Wtedy
zamieniamy v z w miejscami i otrzymujemy krawedz z b do a. Takze kazda krawedz ktora nie
jest petla ma to same prawdopodobienstwo i ono jest réwne %% 7 dwoch powyzszych faktow
dostajemy ze jesli rozktad bedzie jednostajny to on przejdzie sam na sichie, co oznacza ze on
bedzie stacjonarnym.
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Zadanie 5 (Kamil)

Niech G bedzie skonczonym grafem spojnym na co najmniej dwdch wierzchotkach. Rozwazmy
lanicuch Markowa, gdzie przestrzen stanéw Q(G) jest rodzina wszystkich zbioréw niezaleznych
w G. Krok ze stanu M; do nastepnego stanu dziata nastepujaco. Losujemy jednostajnie i nie-
zaleznie: uwv € E(G), p € {1,2,3}.

o Jeslip=1, to M| = M\ {u,v}.
o Jeslip=2,to M =M\ {u}U{v}.
o Jeslip =3, to M =M\ {v}U{u}.

Jesli M| jest zbiorem niezaleznym w G, to M;; = M/, a w przeciwnym przypadku M4 = M,.
Udowodnij, ze ten tancuch jest nieprzywiedlny, nieokresowy i jego rozktad stacjonarny jest
jednostajny.

Rozwigzanie

Niech N = |E(G)| oznacza liczbe krawedzi w grafie.

1. Nieprzywiedlnosé

Lancuch jest nieprzywiedlny, jesli z kazdego stanu S mozna dojéé¢ do kazdego innego stanu 17" w
skonczonej liczbie krokéw. Poniewaz wykazemy pozniej, ze tancuch jest odwracalny, wystarczy
pokazaé, ze z dowolnego zbioru niezaleznego S mozna doj$é¢ do zbioru pustego ().

Wybierzmy dowolny wierzchotek u € S.
1. Poniewaz G jest spdjny i ma co najmniej 2 wierzcholki, istnieje krawedz uv € E(G).
2. Poniewaz S jest zbiorem niezaleznym i u € S, to z definicji v ¢ S.

Wtedy wezmy krok taricucha, w ktérym wylosowano krawedz uv oraz p = 1. M’ = S\ {u,v}.
Skoro v ¢ S, operacja ta redukuje sie do M’ = S\ {u}. Zbiér M’ (jako podzbiér zbioru
niezaleznego) jest nadal niezalezny, wiec przejscie jest akceptowane z prawdopodobienistwem co
najmniej 3%1\7

Powtarzajac te procedure dla kazdego wierzchotka w S, redukujemy zbiér az do osiagniecia
stanu (). Zatem graf przejs¢ jest spéjny.

2. Nieokresowosé

Aby wykazaé nieokresowo$¢, wystarczy wskazac stan, dla ktorego prawdopodobienstwo pozo-
stania w nim w jednym kroku jest dodatnie (P(S — S) > 0).

Niech S bedzie dowolnym zbiorem niezaleznym. Rozwazmy dowolng krawedz uv.

o Przypadek A: u ¢ Siv ¢ S. Jedli wylosujemy p =1, to M' =S\ {u,v} = S. Stan nie
ulega zmianie.

« Przypadek B: u € S (wtedy v ¢ S). Jesli wylosujemy p = 3 (operacja M; \ {v} U{u}),
to poniewaz v ¢ S'iu € S, otrzymujemy M’ = S. Stan nie ulega zmianie.

ofi1
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W obu przypadkach istnieje niezerowe prawdopodobienstwo pozostania w stanie S. Zatem
tancuch jest nieokresowy.

3. Jednostajny rozktad stacjonarny

Aby udowodnié, ze rozktad stacjonarny 7 jest jednostajny, wystarczy pokazac, ze macierz przej-
Scia jest symetryczna, czyli dla dowolnych stanoéw A, B:

P(A— B)=P(B— A)

Przejscia zmieniajace stan sa mozliwe tylko miedzy zbiorami rézniacymi si¢ w obrebie dwoch
wierzchotkéw

Przypadek 1: Zmiana liczby wierzchotkéw (|A| = |B| + 1)
Niech A = B U {u}, gdzie u ¢ B. Aby przejscie byto mozliwe, A musi by¢ niezalezny, wiec
zaden sasiad u nie nalezy do B.

o Przejécie A — B (usuniecie u): Wymaga wylosowania krawedzi uv incydentnej z u
oraz p =1 (M = A\ {u,v}). Poniewaz v ¢ A, usuwamy tylko u. Prawdopodobieristwo
WYnosi:

1 deg(u)

P(A— B) = — =
( ) 2 3N 3N

vEN (u)

o Przejécie B — A (dodanie u): Wymaga wylosowania krawedzi uv incydentnej z u.
Musimy doda¢ u. W stanie B nie ma u ani v. Dla p = 3 operacja to B\ {v} U {u} =
BU{u} = A. Dla p = 2 operacja to B\ {u} U{v} = BU{v} # A. Zatem interesuje nas
tylko p = 3:

1 deg(u)
3N 3N

P(B—A)= )
vEN (u)
Otrzymujemy P(A — B) = P(B — A).

Przypadek 2: Wymiana wierzchotka
Niech A zawiera u, B zawiera v, gdzie wv € E(G), a A\ {u} = B\ {v}.

» Przejécie A — B: Wymaga wylosowania konkretnej krawedzi uv oraz p =2 (A \ {u} U

{v})- o
P(A>B)= .- = —
A=B=5 33w
« Przejscie B — A: Wymaga wylosowania krawedzi uv oraz p =3 (B \ {v} U {u}).

P(B— A)=

Wl
w
=

1
N
Tutaj réwniez P(A — B) = P(B — A).

Whiosek: Macierz przejscia jest symetryczna, co z poprzedniego zestawu z tancuchéw Markowa
wiemy, ze daje nam rozktad stacjnonarny, jednostajny.

7/
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Zadanie 6 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

‘ tutaj daj odpowiedz

Zadanie 7 (Wiktoria M)

Niech T}, bedzie pelnym drzewem binarnym na n wierzchotkach. Rozwazmy spacer losowy po
T,, gdzie z prawdopodobienstwem % stoimy w miejscu, a jesli mamy wykonac¢ ruch to wyko-
nujemy go jednostajnie na jednego z sgsiadéw. Zauwaz, ze rozktad stacjonarny odpowiednio

zdefiniowanego tancucha Markova istnieje. Pokaz, ze 7., jest liniowy w terminach n.

Wskazowka: Jesli p,q,r € [0,1] takie, ze p+ ¢ +1r = 1, p # ¢ i rozwazamy spacer na liczbach
[0,n] taki, ze prawdopodobiefistwo pozostania w miejscu to r, prawdopodobienstwo przejscia
z 1 do © — 1 wynosi p, a prawdopodobienstwo przejécia z ¢ do ¢ + 1 wynosi q. Jesli jestesmy w
punkcie 0 i mamy iS¢ w lewo to zostajemy w miejscu, a jesli jesteSmy w punkcie n i mamy iS¢ w
prawo to réwniez zostajemy w miejscu. Niech X bedzie zmienng losowa bedaca liczba krokow
potrzebnych do przejscia z n do 0. Wtedy

sty poo{15)]

p— p—yq

Rozwigzanie

Zacznijmy od rozktadu stacjonarnego. Lancuch jest skonczony i nieprzywiedlny, wiec taki roz-
ktad istnieje.

Rozwazmy teraz sprzeganie lancuchow Markova ((Xy,Y;))en, ktérych to macierz przejscia
jest okre$lona naszym grafem(mozemy ponumerowaé wierzchotki od 0 do n — 1). Okre$lamy
X1, Y1 na podstawie Xy, Y; w nastepujacy sposob:

o Jesli Xy, Y; byly wierzchotkami z r6zng odlegtoscia od korzenia drzewa, to z prawdopodo-
bienstwem % : X1 = Xy, nastomiast Y;,; wybieramy jednostajnie spoérod sasiadéw Y, i
z prawdopodobienstwem % 1 Y1 =Y, nastomiast Xy, wybieramy jednostajnie sposréd
sasiadéw X;.

o Jedli Xy, Y; na tym samym poziomie drzewa, to wybieramy ten ruch ktory wykonujemy na
obu tych zmiennych - czyli z prawdopodobienstwem % bedzie X;11 = Xy, Y1 =Y, albo
wybieramy jednostajnie z sasiadéw tych wierzchotkéw do ktérego idziemy(w obu idziemy

S
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do lewego dziecka/w obu do rodzica/w obu do prawego dziecka). To zapewnia, ze gdy raz
X;, Y, beda na jednym poziomie w drzewie, to juz zawsze beda na tym samym poziomie.

Niech Z = Z; + Z, - oczekiwana liczba krokéow po ktérych X; = Y (tu juz chodzi nam o kon-
kretnie ten sam wierzchotek, nie tylko poziom).

Zy to oczekiwana liczba krokéw po ktorych X;,Y; znajda si¢ na tym samym poziomie. Za-
uwazmy, ze D; = |poziom(X;) — poziom(Y;)| mozemy sprowadzi¢ do spaceru symetrycznego z
dwoma barierami w 0 i log, n, bo w kazdym kroku réznica miedzy poziomami zmienia sie o co
najwyzej 1. Z przypomnienia o spacerach losowych oczekiwana liczba krokow do uderzenia w
0 niezaleznie od miejsca startu miesci sie w O((logy n)?).

Zy to oczekiwana liczba krokéw po ktérych X; = Y; od momentu gdy znajda sie na tym samym

poziomie w drzewie. Zauwazmy, ze jest ona nie wigksza niz oczekiwana liczba krokéw przej-

Scia Xy, Y; z lisci do korzenia, co znowu mozemy zinterpretowaé przez spacer niesymetryczny z
. . . ’ . _ 1 _ 1 .

dwoma barierami. Czyli ze wskazéwki mamy(u nas p = 3,q = 3):

1 1— logon
EZy) < —— [logzn —q <(q/p)>] = —6logyn — 12 4 12 - 282" = f(n)
P—q

Wyzej zostato zamienione n ze wskazéwki na log, n, bo tutaj jest spacer ograniczony przez 0 i
wysoko$¢ drzewa, czyli log, n.
Mamy wiec, ze E[Z] < cn dla pewnego ¢ € R.

Korzystamy teraz z lematu 10.3.2, przytoczonego m.in. w zadaniu 2. Tutaj mamy(po drodze
korzystajac z nieréwnosci Markova):

Z
P(Xt%mxozx,%:y):P(Zw)s[t]gcf
Dla t = 4cn mamy:
1
PXi#Yi|Xo=2,Yo=y) <

Wiegc z lematu dostajemy

—_

Trmixz = Tmim(€> = Tmiz(f) <4cn = O(n)

W
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Zadanie 8 (Krzysztof Peszko)

Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem takim, ze stopien kazdego wierzchotka to doktadnie

%n (mozna zalozyé¢, ze n < 31 n jest podzielne przez 3). Rozwazmy klasyczny spacer losowy po

G, gdzie w kroku wybieramy jednostajnie jednego ze swoich sasaidéw.
I) Udowodnij, ze istnieje rozktad stacjonarny.

(
(IT) Ogranicz, najlepiej jak umiesz czas mieszania Ty

Rozwigzanie

(I) Graf jest spdjny. Zauzmy, ze tak nie jest. Wezmy wierzchotki u i v z dwéch spéjnych. Kazdy
z nich ma %n sasiadow. Z bycia w innych spéjnych, konkludujemy, ze sasiedzi sa rozni. Jesli
zsumujemy sasaidow u i v otrzymujemy %n wierzchotkéw, co jest sprzecznoscia, bo graf ma n
wierzchotkéw.

Roéwnie tatwo, mozna pokazaé, ze graf jest nieokresowy. (Graf okresowy moze mie¢ maksymalnie

1,2 . 2.2
in? krawedzi, a nasz graf ma $n”)

Latwo tez pokazal, ze rozktad stacjonarny tego grafu to dla kazdego v %

(I) Wiemy, ze Tyix = max(7,(1)). Gdzie 7,(€) to minimalny czas t, ze réznica wektorowa miedzy
wektorem w czas t, a rozkladem stacjonarnym, znana jako A, (t).

Teraz zobaczmy co sie dzieje z przy ruchu . Niech zbior A, to zbidr, gdzie wartosé jest wieksza
niz rozklad stacjonarny w czasie ¢t + 1, a B to zbidér, gdzie jest mniejsza. Teraz patrzymy
co si¢ wydarzy z warto$cia wyeksportowang z wierzchotka v. Zauzmy, ze w momencie ¢, v
miato wartos¢ wiekszag niz w rozkladzie stacjonarmy. Popatrzmy co sie dzieje, jesli potaczymy
z jamim§ wierzchotkiem z A, nadwyzka zostanie przekazana. Jesli natomiast przekazemy do
B, to zostania zaprzepaszczona. W druga strone to dziata podobnie. Zeby pokazac, ile zostanie
zaprzepaszczone, mozna wywnioskowac¢ nastepujace rownania:

2n — | A %n—\B|7%n—]A|—|B\7%n—n7%7n71
2 2 - 2 - 2 - 2. 7 o

Oznacza to, ze z kazdym minigciem sekundy réznica wektorowa maleje % raza.

W t = 0, wszystko znajduje sie w jakims wierzkotku v. W t = 1, jest w %n wartosé %n, aw
3

pozostatych 0. Liczac réznice wektora mamy:

2

—_

2 1 1 1
( ) ( ) 32 3 3 3 3
W t = 2 mamy wiec wartosé¢ < %, awt=3 wartos¢ < %, co jest mniejsze niz wymagana i, zZ
wyktadu.

Odpowiedz
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Zadanie 9 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

’ tutaj daj odpowiedz

Zadanie 10 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

’ tutaj daj odpowiedz

Zadanie 11 (Autor/ka)

tutaj wpisz tres¢ zadania

Rozwigzanie

tutaj wpisz rozwigzanie

Odpowiedz

tutaj daj odpowiedz
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