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Wyktad 1 (Kelthur, Kacper Orszulak)

Przestrzen Probabilistyczna
Trojka (2, F, P), gdzie:
o () to zbiér zdarzen elementarnych.

o F C 2% to rodzina zdarzenh mierzalnych.
W przypadku dyskretnym F = 2.
W przypadku ogélnym, F musi byé¢ o-cialem (réwniez o-algebra) EI, czyli:

-0beF
- XeF=>0-XecF
— Vier Xi € F = Ui X; € F (Gdzie I jest przeliczalne)
— Vier X; € F = Nier X; € F
e P: F =Rt ze
— Veer 0< P(E) <1

—PQ) =1
- v{E%} przeliczalna rodzina P(UZEZ) =2 P(EZ)
E,eF

E; parami rozlaczne

Lemat:
Dla dowolnych E;, E5 € F:

P(EyU Ey) = P(Ey) 4+ P(Ey) — P(Ey N Ey)

Lemat (prawd. sumy / union bound):
Dla dowolnej skonczonej lub przeliczalnej rodziny zbioréw Ey, Es,...V; E; € F
P(UE;) < XP(E;)

Lemat (zasada wlaczen i wytaczen):
Dla dowolnych Ey, ..., E, € F

P(UL E;) = 8L, P(E;) — & P(E;NE;) + X P(E;NE;NE) — ..

{igye("s)) {i.gkre(5)

Def. (zdarzenia niezalezne):

zbiory Ey, Fs € F sa niezalezne, jesli P(E; N Ey) = P(Ey) - P(Es)

Def (zdarzenia niezalezne w og6lnosei):
zbiory Ei, ..., B} € F sa niezalezne, jesli

Vlg[k]P(ﬂ E;) = HP(Ez)

I#0 el iel

I Calkiem przystepna definicja na polskiej Wikipedii.



https://github.com/poneciak57/Probabil/actions/runs/20090585683
https://github.com/poneciak57/Probabil/commit/ad4eae659ef53a7e7c585e80ec14ba19c9a5d82b
https://pl.wikipedia.org/wiki/Przestrze%C5%84_mierzalna

. Build #160
PI‘Obabll Wyktady 10 grudnia 2025, 08:18

Def. (Prawdopodobieristwo warunkowe):
zdarzenie E pod warunkiem zdarzenia F':

P(E|F) =

Jezeli E i F sa niezalezne:
P(ENF) P(E)-P(F)

P(E|F) = PE) —  PF) = P(F)

Przyktady algorytmoéw randomizowanych

Weryfikacja réwnosci wielomianéw

Problem - mamy algorytm sprawdzajacy rownos¢ wielomianow. Np. czy:
?
(x+1)(z—2)(x+3)(z—4)(z+5)(xr—6) =25 — 723 + 25
Dla d - stopieri wielomianu, ztozono$¢ to O(d?) (wymnazamy wszystko i sprawdzamy wspol-
czynniki). Chcemy sprawdzi¢ poprawno$é algorytmu w lepszym czasie.
Nasz algorytm:

o wybierz r losowo (kazdy z réwnym prawdopodobiefistwem - rozklad jednostajny - uniform
distribution) ze zbioru {1, ...,100d}

e oblicz F(r) i G(r) (gdzie F i G to nasze dwa wielomiany na wejsciu)
o jesli F(r) # G(r), to zwrdé false
o jesli F(r) = G(r), to zwr6¢é true

Jezeli algorytm zwroci false, to na pewno F' i G sa rézne. Jezeli zwrdci true, to pomyli sie
tylko wtedy, gdy r jest pierwiastkiem F'(z) — G(z), a tych jest co najwyzej d. Mozemy sie wiec

spodziewaé, ze prawdopodobienstwo, ze algorytm sie pomyli jest réwne: p = ﬁ‘éd = ﬁ
Bardziej formalnie:
Q={1,...,100d}

E' - zdarzenie takie, ze algorytm si¢ pomylit

P(E) = P(Algorytm wylosowal pierwiastek F(x) — G(x) € {1,...,100d})
< #pierwiastkéw F(z) — G(x)

- 100d
d 1
< -
— 100d 100
Mamy pierwsza nieréwno$é, bo nie wszystkie pierwiastki musza byé w zbiorze {1, ...,100d}.

Mamy druga, bo moze by¢ mniej niz d pierwiastkow.

Jezeli pudcimy ten algorytm kilka razy:
Ey, ..., By
E; - zdarzenie, ze algorytm sie pomyli za i-tym razem (te zdarzenia sa niezalezne)

P(EiN...NEy) = Wiy P(E;) < (155)"
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Weryfikacja wyniku mnozenia macierzy

Mamy trzy macierze n x n, A, B, C, nad zbiorem {0, 1} (arytmetyka mod 2).
Czy AB = C?

Normalne mnozenie dziata w O(n?)

Algorym sprawdzajacy:

o 7= (r1,....,mn) € {0,1}", wybrane losowo jednostajnie

o oblicz A(BT) i CF (w O(n?))

o jezeli wyniki sg rézne, to zwrdé false

o jezeli sa réwne, to zwroé true
Jezeli AB # C' i T jest wybrane losowo i jednostajnie, to P(A(BT) = CT) <
Dowdd:

Niech D = AB — C' # 0. Zaktadamy dy; # 0

_ —Yi=ody1iT;
Dr=0= YXoidijr; =0=1r = 7jdfl L

1
2

Zmienne losowe
Definicja. Zmienna losowa

X jest zmienng losowa przestrzeni (2, F,P) jesli X : Q — R taka ze Vper X (F) €
B(R).[

Definicja. Dyskretna zmienna losowa
Zmienna losowa, ktéra przyjmuje (w obrazie) przeliczalnie wiele wartosci.

Przyklad. Rzut dwa razy symetryczna kostka.

Rozwazmy zdarzenia elementarne Q2 = {(1, 1), ..., (6,6)} oraz zmienna losowa X ((, 7)) :=
i+ j (suma oczek w dwéch rzutach).

Naturalnie mozemy chcie¢ policzy¢ prawdopodobienstwo, ze dostaniemy sume oczek

rowng a:
P(X=a)= > P({s)

s€Q)
X(s)=a

Na przyklad P(X =4) = P({1,3}) + P({2,2}) + P({3,1}) = &

Definicja. Zmienne losowe X i Y sa niezaleine jesli

Voyed | P(X =2) A (Y =y)) = P(X =2) - P(Y =y).

Definicja. Zmienne losowe X7, X, ..., X} sa niezalezne jesli

vIg[k]v{zi}ieI P(m<Xz = 131)) = ]‘_['P()(2 = :l}z)

z;€ER iel iel

2Zbiér Borelowski.
3Wystarczy iterowaé sie po obrazie X i Y.
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Definicja. Wartos¢ oczekiwana zmiennej X, oznaczana E(X), to[]

EX)= Y  i-PX=i)

i po obrazie X

Dla co najwyzej przeliczalnych obrazéw warto$é¢ oczekiwana jest okreslona wtw. szereg 3° |i|P(X =
i) jest zbiezny.

Twierdzenie. Liniowo$é warto$ci oczekiwanej (wariant z sumg)

Dla dowolnych X7, ..., X, z ograniczonymi wartosciami oczekiwanymi
E [Z Xi] = BXi]
i=1 i=1

Dowéd. (n = 2)

EX+Y]= k- PX+Y =k) = (i+4)-P(X =i) A (Y =)
S A=A =) ey BRI
=3 [P +3

—E(X) + E(Y)

Twierdzenie. Liniowo$é wartosci oczekiwanej (wariant ze wspétczynnikiem)

\ ceR E(cX)=c-E(X).

X zmienna losowa

Dowéd. Dla ¢ = 0 oczywiste. Zaktadamy, ze ¢ # 0.
B(eX) =Y PleX = j)
J
J J
—c.N2opix="<
c zj: : P( c)
=c- Y k-P(X=k)
k

=c- E(X).

Przyklad. X zmienna losowa reprezentujaca sume oczek na dwoch kostkach.
7 definicji bardzo trudno jest policzy¢

1 2 1
BX) =2 5o +3 gt 1250 =

4W tej czesci kursu zakladamy, ze obraz jest przeliczalny. Ogdlnie sumowanie continuum obiektéw jest
problematyczne.

7.

520
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Z tw. o liniowosci wynik dostajemy natychmiast. Niech X; i X5 to odpowiednio wartosé rzutu
pierwszej i drugiej kostki. Wtedy X = X; + Xo.

E(X)=E(X,+X,) = E(X1)+ E(X) =35+35="T.

Przyktad.

Urna 4 kulki. Kazde innego koloru. 4 razy wyjmujemy kule, obserwujemy kolor i wrzucamy
kule z powrotem. Jaka jest oczekiwana liczba zaobserwowanych koloréw?

1, jesli -ty kolor zaobserwowan
Niech X - liczba zaobserwowanych koloréw oraz indykator X; =: { ! Y Y

Wtedy X = X1 —|—X2 +X3 +X4
Jezeli Y - indykator, to E(Y)=0-P(Y =0)+1-P(Y =1)=P(Y =1).

Zastanowmy sie zatem jakie jest prawdopodobienistwo P(X; = 1), ze dostaniemy kolor i-ty.

Aby to zrobié¢, tatwiej bedzie policzy¢ prawdopodobienistwo, ze kolor i-ty nie wystapi, a wiec 4
4

razy dostaniemy jeden z pozostaltych 3 koloréw: P(X; =1) =1 — (%) . Dostajemy zatem

B(X)=E(Xi+ Xo+ X3+ Xy) = Y E(X))
=Y P(X;=1)

(o)

A~

Przyktad. Mrowki chodzace po kiju.
Zacznijmy od zagadki:

Rozwazamy kij o dtugo$ci 1m. Losowo ktadziemy na niego 25 mrowek i losowo
ustalamy zwrot w lewo lub w prawo. Kazda mréwka porusza si¢ z szybkoscia lem/s.
Gdy mrowki sie spotkaja, odbijaja sie od siebie, a wiec zmienia sie ich zwrot. Ilu
sekund potrzebujemy, aby mie¢ pewnosé, ze kazda mréwka spadnie z kija?

Mozna zauwazy¢, ze mréwki sa nierozroznialne, a wiec gdy dwie mréwki sie spoty-
kajg, mozemy pryjac, iz sie nie odbijaja, a po prostu przenikaja sie wzajemnie i ida
dalej. Zatem odpowiedz to 100s.

W modelu takim jak w zagadce zastanawiamy sie¢, jaka jest warto$¢ oczekiwana wszystkich
odbi¢. Problematyczne w zadaniu moze okazaé¢ sie, ze jest continuum mozliwych pozycji dla
kazdej mréowki. W rozwiazaniu jednak nie bedzie nam potrzebna ta informacja.

Niech X = liczba odbi¢ = liczba przenikni¢¢. Ponadto niech X;; = liczba przenikniec i-tej i
j-tej mréwki € {0, 1}. Zaktadamy, ze mréwki sa posortowane i dla ¢ < j mréwka i-ta jest przed
j-t@ ZauwaZmy, 7e E(XZ?J) =0- P(Xi’j = O) + 1- P(Xi’j = 1) = P(XZ'J' = 1) = %
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Wtedy
X — Z Xi,j
1<i<j<25
E(X)=E (X Xi5) = Y E(X.y)

=Y P(Xiy;=1)=>)

L (%)L
4 \2)4
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Wyktad 2 (Adam, Mikotaj)

Wartos$¢ oczekiwana - cigg dalszy
E(X?) vs E(X)?
Dowodzimy, ze E(X?) > E(X)%
Przyktad.
niech X - zmienna losowa

P(X =n)=2L ne{l,., 99}

997

91 1 99-100
E(X)? = — )2 =(—- 2 = 50% = 2500
P 1 99-100-199 9950
EXH=Y —.n?2=_—. = > 2500
(X°) ;99 ST 6 3

Dowéd.
Niech Y - zmienna losowa
Y =(X—-EX))?>0
Wtedy:

Fakt. Wartosé oczekiwana funkcji

E(f(x)) = >, PUX)=z)z= > PX=2z)f(2)

z po obrazie f(X) z po obrazie X
Definicja. Funkcja f : R — R jest wypukta, jesli:
Varaserpelo, ) f (A @1+ (1= A) - 22) S A fzn) + (1= A) - f(22)

Nierownosé Jensena.
Jesli f wypukta i E(X) < oo to E(f(z)) > f(E(X))
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Dowdd. Zaktadamy, ze f ma rozwiniecie Taylora.
Niech p = E(X)

7, Taylora wiemy, ze:

= f(u) + f'(p) - BE(X — p)
= f(BE(X)) + f(BE(X)) - (E(X) - E(X))
= f(E(X))

Definicja. Indykator
X jest indykatorem zdarzenia A, jesli:

X =1, = 1, jesli zdarzenie A zaszto
0 wpp.

Wtedy zachodzi:

Definicja. Rozklad dwumianowy
Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy typu (n,p) (n > 1,p € (0, 1)), jesli:

j)jﬂwl—m"%jem1

HX=ﬂ=<

Jest tak, gdy powtarzamy jakis eksperyment wielokrotnie (n razy, gdzie p to szansa powodzenia)
i liczymy, ile razy eksperyment sie powiodt.

Fakt. Funkcja f moze by¢ rozktadem, gdy jest nieujemna i sumuje si¢ do 1 na catej dziedzinie.
Mozemy sprawdzi¢, czy rozktad dwumianowy jest poprawny:

> PO =) = (= p) =1

Tak wigc ten rozktad jest poprawny.
Wartos$é oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie dwumianowym:

E(X)=mnp

Dowédd.
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Z definicji:

E(X)=3j-P(X =)

:np

Warunkowa wartosé oczekiwana

Definicja.
Eww:@%izypwzmzza
Yy
Przyktad.
X1, Xo - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienna
X=X1+X,
EX|X,=2)= Zw -P(X =z|X; =2)
i 1
— x - —
3 6
=55
4
E(Xj|X =5) = Zx - P(X; =z|X =5)
1
1 P(X =5)
4 1
SO
1 36
=2,5

5Podobno jest to pulapka na kolokwium, nie ma co liczyé¢ z definicji
6Sume po y rozumiemy jako sume po obrazie Y

10/20
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Lemat.

X, Y - zmienne losowe

Dowdd.
Y P(Y =y) EX]Y =y)= ZP y) D a P(X =alY =y)
PX=zNnY =y)
_%:%:x-P P(Y =y)
=Y z-) P(X=znY =y)
:Zx-P(X:m)
= E(X)
Fakt.

E(ZXi|Y =y) = ZE(XAY =y)
Czyli liniowos¢ zachodzi tez dla warunkowej wartosci oczekiwane;j
Definicja.
E(Y|Z) to funkcja zmiennej Z (czyli zmienna losowa) taka, ze dla zmiennych losowych Y, Z:
E(Y|Z)(w) = E(Y|Z = Z(w))

Przyklad.
X1, Xs - wyniki niezaleznych rzutéw kostka 6-Scienng

X=X +Xs

E(X|X))(w) = BE(X|X; = Xi(w))

Xl(w)+6

= Y yPX =ylX; =X (w))
y=X1(w)+1

B Xl(zw%+6 y}
y=X1(w)+1 6

= Xl((.d) + 3, 5

A wiec E(X|X;) =X, +3,5

11 /20
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Lemat.

Dla dowolnych zdarzen Y, Z:

E(Y) = E(E(Y|Z))

Dowdd.
E(E(Y|Z)) Z P(Z=2)E(Y|Z =z) = E(Y)

Przyktad. Proces gatazkowy.

Zaczynamy od programu A, ktory n razy probuje stworzy¢ kopie siebie z prawopodobienstwem
p. Nastepnie, kazda utworzona kopia powtarza ten sam proces.

Przyktad dla n = 3

Pokolenie 1:

Jaka jest oczekiwana liczba wszystkich odpalonych programéw?
Y; - liczba programéw w i-tym pokoleniu

Yy = 0, Y} ma rozktad dwumianowy z parametrami (n, p)

Yi—1
E(Y;'D/;fl = yifl) = E(Z Zj|YLl = yifl)

Jj=1

o0 Yi—1
= Z€P<Z Zj = Yo = yioa)
£=0 j=1

o) Yi—1
=S P(Y 2= 0)
=0 =1

Yi-1 Yi—1 Yi—1
=E(Y Z)=>Y E(Z)=)Y np=yinp
J=1 Jj=1 j=1

E(Yi|Yi_1) =Yiinp
Teraz, dowodzimy indukcyjnie, ze E(Y;) = (np)'.
EY1) =np

E(Y)) = BE(E(Y;[Yi-1)) = E(Yiinp) = npE (Y1) = np(np)' ™" = (np)’

"Poniewaz E(Y|Z) jest funkcja zmiennej Z, mozemy rozbié¢ wartoéé oczekiwana wzgledem obrazu Z

12/20]
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A nastepnie obliczamy wynik:

Eém immziw

. . . v . . 1 . .
Widzimy, ze dla np < 1 wartos¢ oczekiwana wynosi Topy & W przeciwnym przypadku nie ma

wartosci oczekiwanej, poniewaz liczba programoéw rosnie do nieskonczonosci.
Rozklad geometryczny
Definicja.

X ma rozktad geometryczny z parametrem p € (0, 1) gdy:

Voen, P(X =n)=(1—p)"'p

Rozktad geometryczny jest bez pamieci (memoryless) - dokonane do danej chwili proby nie
maja wptywu na dalszy rozktad X. Formalnie:

P(X =n+klX >k)=P(X =n)

Dowdd:
PX=n+knX>k) (1-prttip o1
P(X = kIX > k)= = =(1-— = P(X =
(X =n+k[X > k) PX > h) d—pF (1-p)" p=PX =n)
Lemat.

X - zmienna losowa przyjmujaca wartosci catkowite, nieujemne

Dowéd.
SPX i)=Y PX =)=

J
i=1 i=1 j=i j=1i=

P(X =j)=) jP(X =j)=E(X)
1 j=1
Warto$¢ oczekiwana zmiennej z rozkladem geometrycznym.

Jesli X ma rozklad geometryczny z parametrem p, to E(X) = %

Dowadd.

o0

E(X)= iP(X >i) =3 (1-p) = 119

i=1 =1

8Wedlug Micka mozna to zrobié, o ile prawa strona réwnosci jest zbiezna

13,20
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Alternatywna metoda:

v {1 sukces w pierwszym rzucie

0 wpp.

E(X) = E(X|Y =0)P(Y =0)+ E(X]Y = )P(Y =1)
=1+ EX)1-p)+1-p
=1+ E(X) - pE(X)
1

PEC) =1 = B(X)=

Przyktad. Problem kolekcjonera kuponow

Kupujemy paczki, w kazdej z ktorych jest jeden z n kuponéw. Prawdopodobienstwo
tego, ze -ty kupon jest w danej paczce wynosi % Jaka jest oczekiwana liczba paczek
ktore musimy kupi¢ przed uzyskaniem wszystkich kuponow?

X - liczba kupionych paczek do uzyskania n kuponéw

X; - liczba kupionych paczek posiadajac i — 1 kuponéw (paczki kupione prébujac zdoby¢ i-ty
kupon)

X1 =1, X; ma rozktad geometryczny z parametrem rownym %

zn: Y —nz H, ~n-lIn(n)

1 mn— (i zln

Dowéd. H, ~ In(n)

Y
1
1%%
1
2
L
3 1 )
x
1 1 1 1 1
1223312455566
n11
> —=H,_ 1>/ fdx—ln()
- = In(n) < H, <lIn(n) +1
711

14/120
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Przyktad. Analiza algorytmu Quicksort w wersji randomizowanej

Jaka jest oczekiwana liczba poréwnan algorytmu Quicksort, w ktérym kazda war-
tos¢ ma réwne prawdopodobienstwo na bycie wybranym jako pivot?

Niech yy, ..., y, to beda posortowane wartosci na wejsciu Quicksorta.

X - liczba wykonanych poréwnan

P 1 gdy i, y; zostaly poréwnane
" 0 wpp.

Quicksort kazdg pare poréwnuje co najwyzej raz, a wiec:

X= ) Xy = EX)=EB( Y Xi)= Y FEXy= > PXy,;=1

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Musimy teraz tylko obliczy¢ P(X;; = 1)

U1 Yi Yj Yn

| | | |
[ [ [ |

Jesli pivot zostanie wybrany w [y1,v;) albo (y;,yn], to y; 1 y; dalej beda w tej samej instancji
Quicksorta. Za to jesli jako pivot zostanie wybrane co$ w (y;,y;), to y; nigdy nie zostanie
poréwnane z y;. Jedyng mozliwoscig na ich poréwnanie jest to, ze kiedy po raz pierwszy jako
pivot zostanie wybrana wartos¢ w [y;, y;], bedzie to y; albo y;.

Niech @) to w takim razie pierwsza instancja Quicksorta w ktorej zostanie wybrany element
w [y, y;]. Dodatkowo niech Z to przedzial liczb, ktére ) dostaje na wejéciu. Interesuje nas
wartosc¢:

2

Il 2
P(Q wybrat jako pivot y; lub y;|Q wybral pivota z [y;, y;]) = j_llz.Jlrl =i
j—1
1Z]
A wiec:
2
P(Xi;) = —
Jg—1+1
Zostaje teraz tylko wyliczenie E(X):
n—1 n 9
EX)= Y PX,=1D=% Y
1<i<j<n =1 Tt
n—1n—i+1 9 n n—k+1 9 n 9

k=2
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Nieréwnosé¢ Markowa
Jest to pierwsza nierowno$é koncentrujgca omawiana na kursie.
X - zmienna losowa przyjmujaca wartosci nieujemne

BE(X)

va>0 P(X Z Cl) S

Dowéd
ustalmy a >0 X >0
1,X >
ustalmy indykator I = { o =a
0 wpp
X>0= 1<%

Jezelil =1,t0 X > a = % > 1, natomiast dla I = 0, % jest dodatnie, poniewaz
zarowno X jak i a sa nieujemne.

Stad mamy:
P(X>a)=P(I=1)=E() < E(E) =

Czym w ogodle jest koncentracja prawopodobienstwa? Pytamy sie, jak prawdopodobne jest,
ze zmienna przyjmie warto$é¢ bilska wartosci oczekiwanej. Koncentrujemy zmienng wokot jej
wartosci oczekiwanej, jezeli jesteSmy w stanie stwierdzic, ze to prawdopodobienstwo jest duze,
badz prawdopodobienstwo odchylenia jest mate.

Przyktad.
Rzucamy n razy monetg - zliczamy liczbe ortow.

Jak bardzo mozemy ograniczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania duzej liczby ortéw?
(Jest to troche nieformalne, nie wiemy co doktadnie znaczy bardzo ani duza liczba
ortdw, ale jakie$ przyktadowe ograniczenie mozemy podac)

1, orzet za i-tym razem

niech X; =
0 wpp

B(X) = (Y X)) = X B(X) = 5

Chcemy ograniczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w wiecej niz % rzutéw otrzymamy
orla.

7, Markowa:

n
n) < 2=

P(X >
n 3

=1 W

>

Intuicyjnie ta warto$¢ powinna by¢ duzo mniejsza (i coraz mniejsza dla wiekszych
n) ale Markow daje formalne ograniczenie (chociaz jak widaé jest do$¢ staby)
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Wariancja i momenty zmiennych losowych

Definicja. Moment zmiennej losowej
k-ty moment (k > 1) zmiennej losowej X to:

E(X")
W szczegdlnosci warto$é oczekiwana jest pierwszym momentem zmiennej losowej.

Definicja. Wariancja zmiennej losowej
Wariancja zmiennej X to:

Var(X) = BE((X - E(X))*) = BE(X?) - E(X)*

Czyli jest to drugi moment zmiennej X przesunietej o swoja warto$¢ oczekiwana. Intuicyjnie
jest to miara tego, jakiego odchylenia od wartosci oczekiwanej mozemy sie spodziwac.
Operator wariancji nie jest liniowy.

Definicja. Odchylenie standardowe zmiennej losowej
Odchylenie standardowe zmiennej X to:

o(X) =4/ Var(X)

Przyktad.

Niech X - stata, X = ¢ (z prawopodobienistwem 1 przyjmuje wartosé c).
Wartosé oczekiwana X:

Wariancja:
Var(X) = E((X — E(X))?) = E((c - ¢)*) = 0

Wariancja wynosi 0 i rzeczywiscie, dla statej nie spodziewamy si¢ zadnego odchylenia
od wartosci oczekiwane;j.

. e 1
Niech V — k-c, z prawdopodoblenstwein .
0, z prawdopodobienstwem %

Wartos$é oczekiwana Y:

k—1 1
Wariancja Y:
1
Var(Y) = E(Y?) — E(Y)? = (ke)? - - F=ki* =2 (k—1)

Wiec dwie zmienne majace ta sama wartos¢ oczekiwang moga mieé rézne wariancje.
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Definicja. Kowariancja
Kowariancja zmiennych losowych X i Y to:

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
Lemat.
Dla dowolnych zmiennych losowych X, Y zachodzi:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y)

Dowéd.
Rozpisujemy z definicji wariancje sumy:
Var(X + Y) [(X +Y - E(X +Y))?

E[(X = E(X)) + (Y = E(Y)))’]
E[(X - E(X))’]+ E[(Y — E(Y))?] +2- Cov(X,Y)
= Var(X) + Var(Y) +2- Cov(X,Y)

Lemat.
Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X i Y:

E(X-Y)=E(X)-EY)

Dowdéd.
= YY) P(X =inY =)
:ZZij~P(X:i)~P(Y:j)
=Y i P(X =) Y P(Y =)
=FEX)-E(Y)
‘Wniosek.
Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X i Y:
Cov(X,Y) =0
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Dowéd.
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
=FEXY - X -E[Y]-Y - -FE[X]+ E[X]-E]Y]
= E[XY] - E[X - E[Y]] - E[Y - E[X]] + E[E[X] - E[Y]]
= EXY] - E[X]-E]Y|—-E[Y] E[X]+ E[X]-E[Y]
= F[XY]| - E[X]- E[Y]
= E[X]| - E[Y] - E[X]- E]Y]
=0
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Korzystamy tutaj z wyzej dowiedzionego faktu o wartosci oczekiwanej iloczynu.
Przyktad. Wariancja zmiennej o rozkladzie dwumianowym

X - zmienna o rozkladzie dwumianowym z parametrami (n, p)

E(X)=np

:Z() —p)i .42
| - n! | s
:Z p](l—p)"_J-j-(j—1)+Zm-p](1—p) ]
(n—2)!

n(n_l)ﬁz(j—2)!.(n—j)!pjfz(l‘mnfjﬂpz ; (n—1)

(G =D (n =)
(n— 1)]92 (p+(1 - p))n_2 +np-(p+(1— p))n—l
(n— 1)p* +np

n—J)

P =p)

I
S 3

W drugim przeksztatceniu chcemy otrzymaé j - (j — 1) zamiast j2. Zeby zachowaé
réwnoéé dodajemy nasza sume z czynnikiem j zamiast j2.

Teraz mozemy policzy¢ wariancje:
Var(X) = n(n — 1)p* +np — n’p* = np(1 — p)
To byto liczenie z definicji. Poniewaz kolejne préby sa niezalezne, mozna obliczy¢ to

prosciej:

Var(X) = Var(}_ X;) = _ Var(X;)
Gdzie X; to indykatory dla kolejnych zdarzen. Wariancja dla jednego indykatora:
Var(X;) = E[(X,—E[X;])’] = P(X; = 0)-(0—p)*+P(X; = 1)-(1-p)* = (1-p)p*+p(1-p)* = (1-p)p

Sumujac po i dostajemy:

> Var(X;) =3 (1 —p)p =np(l —p)

i
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